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AVANT-PROPOS. 



Le programme de l'École Polytechnique comporte aciuelle- 
ment renseignement de la partie essentielle de la Mécanique 
analytique. Celte innovation récente, sans précédent, a eu 
pour conséquence de donner, d'autre part, de l'extension à 
rancienne Mécanique rationnelle, et d^exiger, dans le Cours 
d'Analyse, la réintroduction du calcul ou méthode des va- 
riations. 

Les Tomes I et H, et accessoirement les suivants, de cet 
Ouvrage présentent ainsi des lacunes que je me propose de 
combler dans ce Volume. 

A l'exemple de quelques auteurs du commencement de ce 
siècle et pour éviter au lecteur des recherches fastidieuses, 
j'ai cru devoir donner, dans une Introduction , un précis du 
calcul des variations. 

Le Chapitre I de ce Volume renferme d'abord un exposé de 
la méthode de la variation des constantes arbitraires, réduite à 
ce qui concerne les équations du mouvement d'un point libre 
dans un plan. Cet exposé est suivi d'une application à la solu- 
tion, par approximation, du problème du mouvement, dans 
un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse, d'un point attiré par un centre fixe en raison de la 
distance. Le Chapitre se termine par un second exposé, celui 
de l'emploi des coordonnées elliptiques dans certains pro- 
blèmes de Mécanique, avec application au mouvement d'un 
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point alliré par deux centres fixes en raison inverse du carré 
de la distance, et par le milieu de la droite qui les joint en 
raison de la distance. 

Le Chapitre II, qui se rapporte au mouvement d'un point 
sur une courbe Vixe, renferme : i° les démonstrations analy- 
tiques des théorèmes de Salladini et de O. Bonnet relatifs à la 
lemniscate, et du théorème de Jean Bernoulli sur la synchrone 
de la cycloïde, puis le développement en série de la formule 
du pendule simple d'après Télégante méthode de Despey- 
rous; 2° la théorie des tautochrones de Puiseux; 3*» une étude 
complète des brachistochrones, dont une partie revient à 
M. E. Roger. 

Dans le Chapitre 111, je donne une forme nouvelle à l'équa- 
tion complémentaire en coordonnées reclilignes du mouve- 
ment d'un point sur une surface Cixe ; je reproduis, à quelques 
différences près, la démonstration, due à M. Darboux, du 
théorème de Joachimstahl relatif aux lignes géodésiques do 
l'ellipsoïde. Une nouvelle formule, se rapportant aux lignes 
géodésiques d'une surface de révolution, me permet d'étendre 
à toutes les surfaces de révolution du second degré le théo- 
rème établi par Gudermann pour l'ellipsoïde seulement. Je 
donne ensuite les équations du mouvement d'un point sur 
une surface en coordonnées cylindriques, avec application au 
cas où la surface est de révolution, et à celui d^un hélicoïde 
gauche lorsque le point est soumis à l'action d'une force 
fonction de la distance à l'axe. Le Chapitre se termine par les 
développements en séries des formules du pendule conique 
et parla recherche de l'influence d'une résistance d'un milieu 
proportionnelle au carré de la vitesse sur le mouvement du 
pendule conique faiblement éloigné de la verticale. 

Le Chapitre IV est consacré à la Mécanique analytique pro- 
prement dite. Après avoir reproduit les équations générales 



AVANT-PROPOS. VII 

du mouvement d*un système à liaisons, j*arrive aux équations 
de Lagrange en coordonnées quelconques en m'appuyanl sur 
un théorème, préalablement démontré, dû à Hamillon. Ces 
équations me permettent d*éiablir celles du mouvement d'un 
point en coordonnées curvilignes orthogonales, et ces der- 
nières me conduisent aux équations transcendantes des lignes 
géodésiques de Tellipsoïde. Je donne ensuite quelques appli- 
cations des équations de Lagrange, les équations canoniques 
de Hamilton, le principe de la moindre action (d'après Ja- 
cobi) avec quelques applications, la démonstration de Lejeune- 
Dirichlet relative à la stabilité de Téquilibre; enfin l'étude 
des petits mouvements d'un système à liaisons complète le 
Chapitre. 

Le Chapitre V est un complément de Statique. J'y démontre 
d'abord les formules relatives à l'attraction d'un ellipsoïde ho- 
mogène sur un point, après avoir établi les formules générales 
de Gauss qui se rapportent à l'attraction; j'arrive ensuite à la 
forme du solide de plus grande attraction du marquis de Saint- 
Jacques. En continuant, j'établis plusieurs nouvelles équations 
relatives à la forme d'équilibre des courbes funiculaires, qui 
permettent d'arriver immédiatement à la solution des pro- 
blèmes de la chaînette, des câbles des ponts suspendus, d'un 
iil sollicité par des forces élémentaires fonctions des distances 
à un axe fixe. Après avoir dit quelques mots des fils d'égale 
résistance, je donne des équations du mouvement d'un fil, 
qui reste compris dans un plan, une démonstration analytique 
bien plus facile à suivre que la méthode géométrique du 
Tome IL Le Chapitre se termine, notamment, par une théorie 
de la vis à filet triangulaire, plus satisfaisante que celle du 
Tome III, et par une théorie de la vrille et du pieu à vis. 

Le Chapitre VI se résume dans l'exposé des propriétés de 
la polhodie et de l'herpolhodie, et dans une solution, plus 

a. 
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simple que celle de Poisson, du problème du mouvemenl 
d'une loupie sur un plan mobile. 

Dans le Chapitre VII, j'expose une ihcorie nouvelle du 
choc des corps semi-élasiiques, qui me conduil, lorsque les 
corps sont libres el animés de mouvenienls quelconques, à 
des résultats aussi simples que dans le choc direct. J'appliifuo 
ensuite cette théorie au cas où l'un des corps est assujetti à 
tourner autour d'un axe fixe. 

Le Chapitre Vlll est consacré à quelques questions d'il}- 
drod^namique. Bien des {géomètres avaient contesié la rigueur 
de la démonstration que Lagrange a donnée de son théorème 
relatif à la conservation du potentiel de la vitesse; j'y sub- 
stitue celle de Caurhy, qui est à l'abri de tout reproche. Je 
montre ensuite comment, dans quelques ras, les équations de 
l'Hydrodynamique permettent de résoudre la question du mou- 
vement permanent d'un liquide pesant contenu dans un vase 
de révolution dont l'axe est vertical. J'avais reproduit presque 
intégralement au Tome II la substance du Mémoire de 
Clebsch Sur le mouvement d'un corps pesant dans un 
liquide. J'ai cru devoir revenir sur ce sujet, en vue de simpli- 
fier les calculs, surtout ceux qui se rapportent au cas où le 
solide est un ellipsoïde. Le Chapitre se termine par un exposé 
de la théorie des ondes liquides empruntée à Poisson, mais 
en lui faisant subir d'importantes simplifications. 

Dans un Appendice, j'ai réuni un certain nombre de ques- 
tions, de manière à constituer à très peu près, avec la sub- 
stance des Tomes 1 et III, une nouvelle édition de mon ancien 
Traité de Cinématique pure. Les princi|)ales innovations que 
j'ai introduites à ce sujet sont les suivantes : 

Théorie nouvelle du roulement des surfaces; 

Analyse des principaux systèmes articulés qui permettent 
de décrire la ligne droite et des arcs de cercle; 
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Propriété de l'accéléralion d'un poinl lorsque sa direcUon 
esl constante ou qu'elle passe par un poinl fixe; 

Recherches nouvelles sur laccéléralion d'un poinl d'un 
système invariable. 

En parlant de quelques considérations géométriques expo- 
sées au Chapitre qui se rapporte au mouvement relatif, j'ai 
étabh', dans une Note placée à la fin de ce Chapitre, les équa- 
tions de Bour, qui étendent au mouvement relatif celles de 
Lagrange, en les faisant suivre de plusieurs applications. 
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INTRODUCTION. 



I. 

Méthode des variations. — Préliminaires. 
1. Soient 

u ^- fi r ) 

une fonction de x [nous considérerons u comme Tordonnée 
d'une courbe dont x serait Tabscisse (fig. i)]; //?o, //îi deux 
points de cette courbe, ayant respectivement pour coordonnées 

Supposons que les points /w©, nl^ se trouvent respective- 
ment sur deux courbes données (Co), (Ci) et que Mo, M, 
soient deux points de ces courbes infiniment voisins de //i«, 
//If. Faisons passer par M© et Mi un arc de courbe dont l'or- 
donnée Ij = ¥(x) diffère infiniment peu de celle // de Tare 
//lo fn I . 

Soient Op = x, mp-—u les coordonnées d'un poinl quel- 
conque m de l'arc momr, OP 1= x 4- o.r, MP — 11 h- ou cclleB 

VII. I 
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d'un point M de Tautre arc, en désignant par dœ une fonction 
arbitraire de x, mais qui conserve une valeur infiniment petite 
entre les limites Xo, Xi de x, La variation du de u sera aussi 
infiniment petite. 

Fig. 1. 




P* **. •» 



Soient encore n, N les intersections de /w/>, MP avec les 
arcs Mo Ml et /7io/w« ; ï la projection de m sur MP; 



(I) 

Nous avons 



tu •= m/t = F(j:) — /(J^). 



MN --. F{x-^ ox) — J\,r -t- o.r) = Y{x) — J\x) -+- [F\j:) — /'(.r)] o.r. 

Comme F'{x) —f{x) est de l'ordre des variations ox ei 
on, nous aurons, aux termes du second ordre près, 



La relation 



MN = a>. 



Ml = MN 4- NI = a> -h ^ ox 

dx 



revient a 

De régalilé (i) on déduit 



du ^ 

ou = tu -t — =-■ ^•'*' 
dx 



ï"{x)—f"{x) = 



dx" ' 
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d'où 

F«(x-^oj:-)— /«(^) = F«(x)— /«(.r)-+-F«+>(j')8^ 



cte"+« 



ou, en remarquant que F"-^* {x) ne diffère de y^"*"* (a?) = 
que d'un infîniment petil, 

(3) '^ — =7 h-, -dx. 

d.v" dx"^ f/x«-^* 

Si (Co), (Cl) se réduisent à des perpendiculaires à Ox, on 
peut prendre dx==o; par suite, en vertu de la formule {i), 
û) r=z du, et Ton a simplement 

(3') o-j— = -j , 

et, dans ce cas, le signe d peut passer sous le signe d. 
Si Ton pose dx^::z(^{x), on a 

8(.r -H djc) = 9( J^) -t- ©'(-2^) dx = ^x -h d o.r 

ou 

La considération géométrique suivante jettera quelque clarté 
sur la signification de ce dernier résultat. Soient m' le point 
de /7?o/7?f dont l'abscisse est Op' =^x -^ dx; M' son corres- 
pondant de MoMi ayant OP' pour abscisse; on a 



OP'=0;;'-r- ^Op' = x-hdx-h 8x-+- 8^, 
ÔP' = ÔP -+- dW =. ./ -■• ox-^dx-\-dox, 

et, en identifiant, on retombe sur la formule (4). 
2. Variation de i "intégrale j iidx, — Cette variation 

t/J»*o 

pour expression 

8 / udx — aire PoMqMi Pi — direpofnQmipi 

= aire/^iz/iMiPi— aire/^o^'oMoPo-r- aire/wo/io^i'"! 



or. 

OJ dx 
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OU, en a^ant égard à la formule (2), 

/ udi: = «1 OwTi — Wo o.ro -H 1 (ht {Le — 8j: t/u ) ; 

une intégration par partie donnant 

/ ^j{udr)=l (oudx-{-udùjr) 

= «1 8jrj — «0 Owi'o -+- / (o« (/x — ox du ), 



•-•»-• 



on a, sans restriction, que les limites Xo, X\ soient constantes 
ou variables» 

(^1) ^ f \idr= Ç 'ù(udr). 



•»•• • r. 



3. Expression de ta i^ariation de r intégrale 

c/a/w laquelle 8 e^^ une fonction donnée de x, d'une fonc- 
tion quelconque y de x et de ses dérivées successives y% 
y^y — Nous avons, après une intégration par partie, 

0/ Bdj:=f o(edj:)r= I \ oOc/j ■+- 6 rfo.r) 
= (6 oj:>;; -4- / ( oe di — ox rfO). 

£n adoptant la caractéristique à pour les différentielles par- 
tielles et réservant la caractéristique d pour les difTérentielles 
totales, nous poserons 

^» _ , ^^ - \f ^^ _ Vf' ^^ - M' 

(^^ «>^ c|r Oj' 

et nous aurons 

oB = L ou: -h M r -f- M' oj -h . . . , 
dS = Ldx-h M c// -r- MV(r r- . . . , 

en portant ces valeurs dans la formule (A), nous obtien- 
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drons 



Si Ton substitue les valeurs suivantes, qui résultent de Tap- 
plication des formules (2) et (3), 

dur 

^ , dts) dy' ^ 
da: dr 

dr^ dx ^' 
Il vient 

En intégrant par partie, on obtient 

/ M* -j—; (^ = M* ->- — / ^ 7— d.r 

J djc* d,v J dx dx 

dx dt: J dx^ 

,/* r/x» ~~ dx'^ dx de dx^ J dx^ 



et, si Ton pose 

dW" dm" 



d)\'" dnV' \dw 

*^^ • • ■ I m ^^ " . • • 



/.,. dsr d*^r \ 

^ \ dx dx^ ' ' ' ) dx 

-(''--t--î?-)<v-..-*'> 

(7) ^ — M — 



rfu: c/.r* 
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on a 

(8) / Hr/u=--(eo.r-T-r, r;:;- f ^ coVf/.r, 

4. Supposons que B renferme, en même temps que j', une 
autre fonction z de x, ainsi que ses dérivées, et posons 



5 — o; — C 0^, 



os _ t>e _ oe _ 

et, de plus, 

(6') 

f -^ ( N 7 •- - ,—* ... M 02 — 3'o.r )-»-..., 



La variation de l'intégrale, lorsque l'on fera varier simulta- 
nément j et Zy sera 

5. Admettons actuellement que B renferme non seulement 
les fonctions r et z et leurs dérivées, mais encore les valeurs 
de ces quantités qui se rapportent aux limites. Nous avons 

oe r^ (Lo.r-h M or -T- M'o)'-.-. . . - N or- h- N'oc'-h. . . ) 
Oj'o Ojl'i 

de ^ oe ^ j de ^ oe ^ , 

H- -- 0)0 -■ ---f 0)^ -h . . . ■- -— 0»! -I- --r 0) 1 -I- . . . 
ct)'o Cjo <^/i ^»i 

<)e ^ (^e . , oe ^ de ^ , 

Ozq Oz^ 0z\ Oz^ 

£n substituant cette valeur dans la formule (A), la partie 
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entre parenthèses donnera la valeur (8'), à laquelle on devra 
ajouter 



us = o.ro / T — ax -h o.ri I - — a.v 



J-, " «^'J. 



,.r, 



■ • ■ • 



On aura donc, pour la variation totale de l'intégrale, 

{8'> / erir = (eox-f- 7) -+-;;;:« -h cj-^ Ç '(wY-f-?Z)r/.r. 

Des maxima et minima. 

6. Pour que les fonctions j^ et z, considérées comme indé- 
terminées, rendent maximum ou minimum l'intégrale 

il faut que sa variation soit nulle. Pour savoir s'il y a maxi- 
mum ou minimum, il faudrait s'assurer que la somme des 
termes du second ordre de cette variation, qui n'a pas été cal- 
culée, est négative ou positive. Mais cela n'est pas générale- 
ment nécessaire, car on voit presque toujours a priori si un 
problème comporte un maximum ou un minimum. 

7. Supposons d'abord que 8 ne renferme qu'une seule 
fonction inconnue j, sans comprendre les quantités relatives 
aux limites, ou que l'on ait à appliquer la formule (8). 

Si Ton donne des valeurs déterminées aux coordonnées et 
aux variations qui se rapportent aux limites, le premier terme 
de l'expression (8) prendra aussi une valeur déterminée; 
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mais, dans le second terme, il entre sous le signe / le facteur 
arbitraire m, et la rariation de Tintégrale ne pourrait être nulle, 
quel que soit &>. Il faut donc qu*on ait séparément 

(lo) ( e o.r - - T, );;:; ^o. 

(Il) Y — o. 

En admettant qu'on puisse intégrer Téquation (i i), on expri- 
mera Xo9 y'o^ • • • > Ji. ,r'i» . . • au moyen des constantes intro- 
duites par Tintégration et des abscisses Xot X\. On portera ces 
valeurs dans Téquation (lo). Les relations données par la na- 
ture du problème entre les j'*, y', ... relatifs aux limites per- 
mettront d'éliminer autant d'inconnues et de variations dans 
réquation ci-dessus, et en égalant à zéro les coefficients des 
variations restantes, puisqu'elles restent arbitraires, on obtien- 
dra des équations qui permettront de déterminer les inconnues 
restantes, par suite les autres inconnues, au moyen des rela- 
tions données. Ces généralités seront éclaircies par les appli- 
cations que nous ferons plus loin. 

8. Dans le cas plus général où s'applique la formule (8''), 
on devra avoir, en raisonnant comme ci-dessus, 

(il') «oV - cZ — o. 

t 

Si les fonctions >• et z sont indépendantes, on devra avoir 
fil'» V = o. Z = o. 

soit deux équations différentielles que l'on aura à intégrer. 

Admettons maintenant que nous ayons entre x, ^ et z une 
relation donnée de la forme 

F(.r,j, r) = (»: 

les coeflicienis &> et 9 ne seront plus indépendants, et Tun 
d'eux seul restera arbitraire. Nous avons 



-— o.r -f- -7- r -r- -. - 03 = o 



ou 



r)F / dv . \ àV [ àz ^\ 
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Comme nous avons aussi 

dF dF dv ôF dz 
ox Oj' a.r Oz (Lu 

il vient 

dF àF 

— to -h -— 5 — (». 

Ojr Oz • 

En éliminant 9 entre celle dernière équation et Téqua- 
lion (1 1'), puis égalant à zéro le coefficient de o), on trouve, 
pour réqualion difrérenlielle que Ton aura à intégrer, 

Y Z 

ah f)h 

dy Oz 

9. McLxima et minima relatifs, — Supposons que fc) ne 
renferme, en dehors de Xy que x ^^ ses dérivées, et que Ton 
veuille rendre 



(a) 



j e dA 



maximum ou minimum en simposant la condition 

dans laquelle Y est une fonction donnée de même nature 
que B et a une constante également donnée. 
Nous avons d'abord 

{}) (e or -+-■/;);:• -H / wYr/.r = o. 

•'0 

Comme la variation de Tintégrale (a') est nulle, nous avons 
aussi une équation de la forme 

dans laquelle x et U sont pour T les équivalents de /< et V 
pour 0. Si nous posons 

(v) / toUn^r=/(.r), 
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nous aurons/(j:o) == o, cl léquation (^') deviendra 

(0) ( T o.r ^ /);.-:-/( .ri j = o. 

On déduit de Téqualion (y) 

o- -jj-, 

en portant cette valeur dans la formule (^), on obtient 

OU, en intégrant par partie, 

r,onime/(^) est arbitraire, il faut que l'on ait séparément 

,e5.,-^r,);:;-^[l/(.r)j'"'=o, 

£n désignant par m une constante, la seconde de ces équa- 
tions donne 

(a) Y — //i U — o, 

et la première devient 

' ^ /// *• 

Si Ton porte cette valeur dans la formule (ô), on obtient 

Les équations (a) et (b) ne sont autre chose que celles qui 
expriment que 

est maximum ou minimum, et Ton rentre dans le cas ordi- 
naire. 
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Si m vient s'ajouter au nombre des inconnues, nous avons 
aussi de plus la condition {a!), et la question peut, par suite, 
être considérée comme résolue. 

10. Abaissement de rordre de l'équation différentielle 
dans quelques cas spéciaux lorsque la fonction ne ren- 
ferme que X ^t ses dérivées, — Si j, y\ . . . , j* n'entrent 
pas dans 0, Téquation Y=io peut s'intégrer successivement 
I H- I fois, et son ordre sera abaissé de / -m unités. 

Supposons maintenant que ne renferme pas x implicite- 
ment. Nous avons 

(a) \ — o = M i ! -, .... 

d*où, par Télimination de M, 

dx dx (Le * * ^r • di'^ " 

01, en intégrant, 

. Ar ' ri\,Hd^y' d^SV A , 



(i.r 



^- 



= MVh- M"^- -1^ > 

^ d.v dx ' 



/(" 



/" 



dx-^ " r/.i^ -^ / 



f/.r -I 



Si Ton intègre par parlic, on a 

- ^r^ - — — ^ r ^^ M" ^' ^^ 

r/o.'* r/.r dx ' , / r/./* dr 

fx^' ' , / dx^ ^ ' 



dx* dx dx d.. 
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Par suite, 

iH-t-consl. (M -.■■■ 7-; ...)) 

01 Toii est ramené a iiiiêgrer une équation d'un ordre inférieur 
d'une unité à celui de l'équation Y = o. 

Si, dans leur ordre de succession, j, j', j", -..,J^"' ne fi- 
gurent pas dans la fonction B, on réduira par des intégrations 
successives de / h- i unités l'ordre de l'équation différentielle 
V = o, puis on éliminera entre l'intégrale obtenue et l'équa- 
tion (c) la dérivée partielle M', et une nouvelle intégration 
pourra s'effectuer. 

Supposons, par exemple, (|ue ne renferme que x' ^^X^* 
les équations (c) et (</) deviennent, en désignant par C une 
constante, 

//h 
d.r 

eu 

d'où, par Télimination de M', 

lij' "^ ' (ir ' (le dx * 

et enfin 

en désignant par (7 une seconde constante. 

11. Cas particulier où la fonction ne renjerme que x, 
X^ X ' ~ L'équation V = o se réduit à 

<lr 

Admettons qne B renferme aussi Xo et xi. Les formules (6) 
et (9) nous donnent 



M» •% » ■» . 
(Or — ) o.r). nr -. 



o./« / -7— ax -4- 0.1*1 I -r — cfj:. 
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D'ailleurs, l'ensemble des deux premiers termes de la for- 
mule (8"), où Ton fera Ç = o, doit être égalé à zéro, el Ton a, 
par suite. 

Si les variations relatives aux limites sont indépendantes, cette 
équation se dédouble dans les suivantes : 



/ UJCt 

•* n 

Dans le cas où x n'entre pas implicitement dans la fonc- 
tion 0, l'équation (12), qu'il y a avantage a substituer à l'équa- 
tion (i3), devient 

(i5) e — M'i'--consl. 

Si à X, et dans les mêmes conditions, vient s'adjoindre z 
dans la fonction B, on joindra à l'équation (i3) la suivante. 

Il J ) N — .- =0, 

(Lr 

et, si les limites sont indépendantes, les conditions (i.{) de- 
vront être remplacées par celles-ci : 

[eoj:-T-M'(ôr-/ax)-r-N'(03- 3'o.r)]^.-r o.ri f '-^./.r^o, 
[ e o.r -+- M'( rjy -/ a,r ) -h N'( 03 - z o.r )\-r — 8x0 / -~ dx z= o. 

Applications à la Géométrie, 

12. Lignes de longueur minimum, — Il s'agit de déter- 
miner la plus courte distance d'un point à une courbe ou à 
une surface, d'une courbe à une autre courbe ou à une sur- 
face, d'une surface à une autre surface, enfin de deux courbes 
tracées sur une surface en restant sur cette surface. 
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On a, dans tous les cas, 

I e = v/i-^j'*-+-3'», M -= o, N = o, 

1 M' ■>' ff^ V' ^' ^^ 

al = . = -j-y ^ = . = -j-y 

n) '^ /,^yî_^3'î tis ^/,_^yi^3'î as 

Les équaliuns (i4') se réduisenti pour chaque limite, à la 
suivante. 



r (83 — 3'8x) = O. 



OU, en réduisant, 

( A ) o.r f- y 0)- -T- 3 03 = o. 

Cette équation, mise sous la forme 

o.r ff.r or rlr 03 ^/3 
ov r/.v ov av ov a,v 

exprime que la plus courte distance est normale à la courbe 
ou à la surface sur laquelle doit se trouver rune ou l'autre 
de ses extrémités. 

1** Plus courte distance dans l'espace. — Les équations 
Y = o, Z = o donnent 

.,, d) -., dz 

M = -j- — const., N = -7- =consl., 
ax as 

et la plus courte distance est une droite que nous représen- 
terons par 

(In > — a.v -+-/>, 3 = a .r 4- //. 

Supposons que l'extrémité (x'o,^ro>^o) doive se trouver 
sur une courbe; nous aurons des relations de la forme 

d'où 

^.> " /o ( «o ) o.i'o , 3u = o'j, ( Xo ) o.ro , 
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el réquation (A) nous donnera, eu égard aux valeurs a el a' 

de v* el z', 

(co) i-+-rt/o'(-i*o)-+-«'<Po(.ro) = 0. 

Si l'autre exlrémilé (j?,, ji, Ji) se trouve sur une autre 
courbe, nous aurons aussi une relation de la forme 

(ci) I -+- rt /; ( X , ) -+- rt ' © ', ( .r i ) = o 

et les équations (co) el (ci), jointes aux suivantes, 

/o(-^o) — /i(.'Ci) = rt(.ro— .ri), 

permettront de déterminer a^ fl',.ro,^i, par suite jo, ^o> Ji, ^i. 
Supposons maintenant que le point (jc,,ji, ^i)se trouve sur 
une surface 

(d) zi= *(.r,,j,): 

nous avons 

Si nous portons celle valeur dans la formule (A) après y avoir 
fait j-'=:a, z'=a\ nous trouvons 

.et, comme àjci, oji sont arbitraire?, nous devons avoir 

ie) I H- // - — = o, a -^ a : ~ = o: 

nous avons d'ailleurs 

et les équations (co), (e), (/) permettront de déterminer les 
inconnues Xq, x^ Ji, a, a'. 

Le problème se résoudrait de la même manière si le point 
(^0, ^'o» ^o) devait se trouver sur une surface. 
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o« Plus courte distance sur une surface. — Soient 

¥(.r, y. z) = o 

réqualion de la surface; 

a, 3, y 1 les angles . la tangente à la courbe; 

>, u, V formés avec Ox, la normale principale à cette courbe; 

A m, n : Oj, Oz par ( la normale; 

z Tangle de contingence. 

L'équation (n") du n^ 8, qui reçoit ici son application» de- 
vient, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de Y et Z, 



cos/w cos/ 

Mais on a trouvé plus haut 

M' = cos 3, N'— cosf: 

1% » 
ou 

fiyi' = d cos [i — î cos ;JL, fis' ^ d cos Y = £ cos v, 



par suiie 



cos ;JL cos V 



COS//I COS// 

En désignant par k ce rapport, on a 

c<»s ;ji — A- COS//I, cos V — / cos/*, 

ou 

cos |x cos fJ = A cos m cos 3, cos v cos y — A cos/* cos-;, 

et comme 

cosji cos 3 -+- cosv cos Y - — cos À cos a, 

COS//I cosp H- cos M cos Y ~ — cos/ cos a, 

il vieil i 

cos À = A cos/. 

11 suit de là que A* = i, l^L Donc le plan osculateur est 
normal à la surface, ou la plus courte distance est une ligne 
géodésique. 

L'équation (A) reçoit encore ici son application; d'où il suit 
que la plus courte distance de deux courbes tracées sur une 
surface est normale à ces courbes. 
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13. Courbe plane qui, passant par deux points donnés m^i, 
//îi, engendre par sa révolution autour d'un axe compris 
dans son plan une surface minimum. — Soieni 

réquation d'une courbe passant par les deux points donnés 
/Wo, /Wi et par un point ma dont on peut faire varier les coor- 
données X29 X^i 

djc 



8 = 9.-/ ) 

.1. ' 



Taire de la surface de révolution autour de Ox engendrée par 
la courbe. Si, X2 restant constant, ja diminue de -+- x à — x , 
l'intégrale ci-dessus variera entre ces limites; S décroîtra con- 
stamment de +x à 0, ou passera au moins par un minimum 
suivi d'un maximum. On ne considérera que le second de ces 
cas en remarquant que pour un minimum ou un maximum 
Xi devient une fonction déterminée de Xi- En faisant varier X2 
entre Xo et Xi, S prendra une valeur minimum F(a:*o, Xt ) plus 
petite que toutes les autres, et il est clair que la courbe cor- 
respondante différera moins de la corde /7?o/7?i(iue celle qui se 
rapporte au maximum suivant. En faisant varier la forme de la 
courbe, le minimum F passera par un minimum minimorum, 
et c'est la forme correspondant à ce minimum qu'il s'agit de 
déterminer. 
Nous devons donc rendre minimum l'intégrah* 



/•'i , 



Nous poserons en conséquence 



M' 



12 



Comme ne renferme pas x implicitement, nous appliquerons 
la formule (i'2) du n® 10 qui nous donnera 

j cosa - (]. 
VII. ' 2 
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La courbe esl donc une chaînette dont Oar est l'axe extérieur. 

Proposons- nous de déterminer cette courbe dans le cas 
simple où les points i7?o» nii se trouvent à la même distance j^*i 
de Oœ. L*axe iransverse Oj se trouvera à égale distance de 

//?o» ^fii et l*on aura 

S /"'' 

Soient a Tordonnée inconnue du sommet, ai Tinclinaison 
sur Ox de la tangente en mi ; on a (t. I, p. 3i i) 

.V = a /i -h tang*a, s = a tanga : 
par suite 

|-=«.ri06ftanga.+ -^)+î5îîR^]. 
4ir L \ cosai/ cosaij 

Nous avons 

pour déterminer a, et la relation 

langîx, = -\e" —c '*/. 



Si Ton pose 




(U 


U 


on a 






«'hH"'-^co8a.)-^cor«;J' 


(3) 


^'x! ;ï(^"-^^">. 


(4) 





Les solutions de Tequation (3) seront les abscisses des inter- 
sections de la droite et de la chaînette auxiliaire respectivement 
représentées par les équations 

(5) - = —''' 

(6) :: =i(e«-t-e-«). 
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11 y aura donc en général deux chalneiles passant par les 
points moynti. D'après ce qui a été dit plus haut, le minimum 
de S sera engendré par celle des deux chaînettes qui s'éloi- 
gnera le moins de la droite i7?o//?i» c'est-à-dire dont l'ordonnée 
du sommet sera la plus grande, qui correspond à la plus 
petite des racines de réquation(3); mais, pour que la droite (5) 
coupe la courbe (6), il faut que son coefficient angulaire soit 
au moins égal à celui de la tangente à la courbe menée par 
l'origine. L'équation de la tangente au point {z', u') de celte 
courbe est 

1 '1 

et, en supposant j = o, m ~ o, on a 

(7) h' {€**'-- c-**') — {e*''-^ (' «';^() 

pour réquatlon que fera connaître l'abscisse du point de con- 
tact de la tangente menée par l'origine. Cette équation a une 
racine comprise entre i et 2 et elle est unique. On reconnaît 
facilement qu'elle est même comprise entre 1,1 et i^^ et qu'elle 
diffère peu de la seconde de ces limites. En appliquant la règle 
d'approximation de Newton, on trouve 



il faut donc que 



ou 



Dans le cas de l'égalité, il n'y a pour S qu un minimum, ei 
les tangentes aux extrémités de l'arc de la chaînette passent par 
l'origine des coordonnées. Comme on a tangai = i ,5089, il 

vient 

S_ 

Considérons maintenant le cas de ^^ =3; l'équation (3) 
devien t 

(8) -(<?"-4-e-«) — 6 = (» 

' Il 
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et a une première racine comprise entre o et i, que nous allons 
d'abord calculer. En développant en série, on a 

I , I / //* //^ 

// — -(c'W-h f-'*; - - ( IH- — -F- -^... . 
o J \ b «4 / 

On voit que la racine dont il s'agit est un peu supérieure à ^ 
et, par des approximations successives, on trouve 

n — () , 3 34 i • 

On a ensuite 

langai= - [e» — c ") = "(»-+- % *- "- . .. ) ^ o,36i8i 

et le minimum de S est donné par 

S 

La plus grande racine de Téquation (8) est comprise entre i 
et 3 et ne doit pas différer beaucoup de la seconde de ces 
limites; on trouve qu'elle est un peu inférieure à 9,83 et que 
sa valeur est à très peu près 

u — 2,8293. 

d'où 

langa, ~ 8,^|3'ji. 

Le maximum de S se déduira de la formule 

Il paraîtrait résulter de ce qui précède que le plus petit des 
minima de S pour une valeur déterminée de o.x^ répondrait 

à la limite inférieure de • -• 

H. Courbe plane , passant par deux points donnés où les 
directions des normales sont également données, qui dé- 
termine avec ces normales et sa développée une aire mini- 
mum, — - Soient p le rayon de courbure au point {x, y) et a 
Tinclinaison sur Ox de la tangente en ce point. 
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On a 



= ( T. — ) . //a = —^ — j- d.r. 

L'élément de Faire étant 



on posera 



d'où 



-pWa = - ( — :— d 



-'1 \ î 



•— -(^■) 



La formule (12') du n^ 10, mise sous la forme 

donne 

(«; -^— 4- - -h- Cr'-h C = o. 

Otte équation revient à la suivante 

i-Csina -H G'cosa — o 
ou à 

p = \ COS ( a — s ). 

Soient Ou/ une droite faisant avec Ox Tangle e ; x Tinclinaison 
de la tangente sur cette droite, on a 

p — A COS a, 

re qui caractérise une cycloYde dont la base est parallèle à Ojc' . 
L'intégration de réquation(a) ajoutera deux nouvelles con- 
stantes arbitraires à G et C, et les quatre constantes se déter- 
mineront par les conditions qui sont exprimées dans Ténoncé. 

15. Courbe plane d'une longueur donnée l entre deux 
points donnés et qui, avec les ordonnées de ces points et 
taxe Oj?, détermine une aire maximum. — 11 s'agit de 
rendre maximum l'intégrale 



/ y dr. 
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en rcmplissaiu la condition 

(a) f \'7^Y*dj'^-l 

ITaprès le n" 9, on est conduit à poser 



m étant une constante inconnue. On déduit de là 
«*l l'équation (i5) du n° 11 donne 



m y'* 



1» • 
ou 






^^.^-^^^'^^ 



et, en désignant par C une seconde constante arbitraire, 

équation qui représente une circonférence. On éliminera C elC 
en exprimant que la circonférence passe par les points (j?o, J^o)» 
(•^i»,>n)> ^l réquation (a) fera ensuite connaître le rayon m. 
Mais cette recherche est inutile; car, en désignant par a la dis- 
tance des deux points, on a 

. I / 

a = -.w/isin 1 

2 m 

d'où m. 

On conclut de là que, de toutes les courbes fermées isopé- 
rimètresj la circonférence limite la plus grande cure. 11 
suffit, à cet effet, de supposer que les points (oto, Jo)» {Xi^Xi) 
sont infiniment voisins. 

16. Courbe plane de longueur l entre deux points dé- 
terminés quiy en tournant autour d'un axe Ox situé dans 
son plaUy engendre un volume maximum. — 11 s'agit de 
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rendre maximum riniégrale 
en satisfaisant à la condition 






jy 



r. 



On posera, en conséquence, 



doii 



M'= '"^ 



tn la formule (i5) du n®ll donnera 



■'î 



) * -h //i t/i - r * = • -- C 



ou 



r: - c. 



On déduit de là 



> 



intégrale qui dépend des fonctions elliptiques. 

Si Ton différentie Tavant-dernière équation par rapport a x, 
on trouve 

OU, en désignant par p le rayon de courbure, 

p m 

ce qui caractérise la courbe dite élastique, 

17. Courbe plane de longueur donnée l entre deux points 
déterminés qui y en tournant autour d'un axe Ox compris 
dans son plan, engendre une surface minimum, — 11 faut 
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rendre minimum l'intégrale 

•àt. I .> V^i -r- J '* (i.r 



• ». 



en satisfaisant à la condition 

/•'■ 

On posera donc 

H- (.) -f-/w)v/7 -.-.)'*: 

mais on rentre dans le cas du n** 13 en y remplaçant y par 
y -h m. On a donc 

) -h //l — C /l -»- V'* = '— 9 

cosa 
équation d'une chaînette dont l'axe extérieur est parallèle à Ou*. 

18. Courbe plane passant par deux points déterminés 
quiy en tournant autour dun axe compris dans son plan, 
engendre sous un volume donner, a une surface minimum, 

— L'intégrale 

r» i 
' », 
en satisfaisant à la condition que 

doit être minimum. On posera, en conséquence, 

H =r ) Vï~^-y* -.-m y-. 



d'où 



M -- — • • - - . 



et la formule {i:>) du n'' 11 donnera 

1" 



/7T7 



'1 



-h /w>î — (!. 
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En différentianl par rapport à x, on trouve 



i' 



j/Th- V'« (14-.)'»)* 
(Kl 



•>,m = o 



I I 



? 



«Ml désignant par p le rayon de la courbure et par p' la portion 
de la normale limitée à Ox, La courbe peut être décrite par 
le foyer d'une conique roulant sur une droite. 



II. 



19. Déi^eloppement en série trigoaométrique de V ex- 
pression 

R — (1 - ^.acosO :- a»)-^', 

dans laquelle a <C « ^^ > un nombre quelconque positif ou 
négatif, — En posant 

(»ii a 

cosO — *- 

01 

Si Ton pose encore 

v{v-f-l) vfv -^ l)(v -4- •>. ) 

Vj = -^ > Vj = w ' • • • -» 

1 . '2 I . Jt . 3 

on a, en développant en séries, 

( I — «Y ) "'' — I -:- vay -+- vj a* y* i- vj a' y-* -•...; 
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(1*011, en mullipliant terme à lerme et en remarquant que (3y 

K = I -;- v(p -h Y)a 

-^ [vj(P*-f- Y^; H- wj(p*-+- Y») -I- vî]a^ 
-T-[vvO»-f-Y-)-^v^^s(?'-HY»)-^v,v,(? 

-h[Vj(p«-hY*)-i-VVvO^T^-YM-^-V,V5(P* 

Mais, si /t est un nombre entier, on a 



= 1, 



Y,)] a» 
Y*)--v|]a6 



p/* _ v« =2cos//0; 



par suite. 


R — Ao-^ Ai cos6 -- AjCOS-iO i 


• • « 


en posant 


Ao — I -r- v' a' -h vf «^ -+- v| a« -f- . . 


• * 




A I — 2 a ( V H- vvi a* H- vi vj a* — . 


. .», 




Aï — 2a'(vi -+- r/ja*-h vjVja^-h . 


. . ). 




A j — 2 a' ( V| H- vvj a* -i- vi v^ a* -• . 


. .), 




Ai — 2a*(v3-h vv^a^-i- ViVja*-f- . 


• • '. 




Aj — 2a*(vvH- Wja*-h viv^a^n- . 


. . ). 




A6= •2a«(Vj-+- T^fi»*-!- ViV7a^-^. 


• ■ • • 



La loi de formation de ces coefficients est évidente. 
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CHAPITRE PREMIER. 

SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL LIBRE. 



l . Intégration par approximation des équations du mou- 
vement d'un point dans un plan, par la méthode de la 
variation des constantes arbitraires, — Supposons que le 
point m soil soumis à Tadion é' wnt force principale ùénsznX 
d'un potentiel U et d'une /orc^ perturbatrice p^, variable avec 
la position du mobile, p désignant un coefficient constant très 
petit. Les équations du mouvement sont 

d^x r)U d\y rJU 



^ ' ' dti djc ~ ^'^''' dU or •" ^^ • 



Supposons que Ton puisse intégrer les équations 

d^jr d\} d*y d\] 

dt* âx ' dt^ ôf ' 

et que» a^ a2> as, a\ étant quatre constantes arbitraires, leurs 
intégrales soient 

Cherchons à satisfaire aux équations (i) par ces valeurs, dans 
lesquelles nous considérerons ai, a^, as, a\ comme des fonc- 
tions inconnues du temps. En substituant, nous n'obtiendrons 
que deux équations entre les quatre inconnues, de sorte qu'il 
nous sera permis d'y joindre deux autres équations quelles 
qu'elles soient d'ailleurs; nous prendrons les suivantes : 



i àfy_ doi 
\ Odi dt 



l àf^ df^ àf^ dot 
\ àai dt ôoi dt "^ 



— o. 



= o: 



r-> 
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mais nous avons alors 

ce qui exprime que la vitesse V est la même en grandeur et 
en direction au point (x, j), que l'on considère ai, ûa, • • • 
comme constantes ou variables. 

On déduit des équations (4) dans le mouvement réel ou 
troublé 

dt^ ai* ' àaiât dt 

d\r _ d\fy d*fy day, 
dt^ r>/* ' àaiOt dt 

et les équations (i) deviennent 

; à\f,r da^ 

\ daxàt dt " ' ' ''^-^' 
( >) 

i ^v^ dni ^ ^ 

\ ôaxdt dt " ' ^^-.> * 

Les valeurs de ~^ ••• déduites des équations (H) et (5) 
seront de la forme 



dnx ^ , da^ 






■ • • 



En négligeant p^, on pourra, dans un intervalle suffîsam- 
ment petit A^, considérer ai, a^, ... comme constants dans 
.T|, cT.2, OU comme conservant les valeurs qu'elles ont à l'in- 
stant t. On obtiendra ainsi par des quadratures les valeurs 
de ai, a2, . . à l'instant t-\-àt et ainsi de suite : tel est 
Tespril de la méthode. 

Supposons que, à partir de Tinstant to, on puisse trouver 
les valeurs des a/ pour les points successifs Ai, A2, ... de la 
trajectoire réelle. En considérant en chacun de ces points les 
ai comme constants, on aura une série de courbes tangentes 
à la trajectoire qui en sera l'enveloppe. On voit aussi qu'en Ay 
la courbe n'est autre chose que ce que deviendrait la trajec- 
toire, si subitement on venait à supprimer la force perturba- 
trice. 
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Substituons maintenant les coordonnées polaires aux coor- 
données rectilignes et soit 

une des intégrales des équations (i') transformées en coor- 
données polaires; on a, dans le mouvement non troublé, 

'ai 'à? di ~^ d^ dt ~~ ** 
eu dans le mouvement troublé, 

d*^ f)o dr àz) d^ f)o Oai 
Ot ' dr dt 0^ dt àax 0/ 

ôo , , dr dQ . , , . 

(.omme -~ et les vitesses -n- r-j- ont les mêmes valeurs dans 
Ot dt dt 

les deux mouvements, il vient 

'>:> dai 
Oa^ dt 

Dans le mouvement non troublé, on u 

V* - iV, -r- const. 

Or la constante ne peut dépendre que des seules constantes a/ 
introduites par l'intégration; on peut donc écrire 

V*- •>U - !iM*(,<7i, ... ». 

Comme V^ g \^ même valeur dans les deux mouvements, on 
a, dans le mouvement troublé, 

d\^- 'xd\} xd^': 
mais on a aussi 

</V» :rr 2 d\} - A ,0/ COS( /, V)V dt , 

d'où, par comparaison, 

Si Ton admet que la force principale passe par l'origine, on a, 
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dans le mouvemenl non troublé, une équation de la forme 

comme r^ -n^ Isi même valeur dans les deux mouvements, on 
dt 

a, dans le mouvement troublé, 





dr^-^-^d^^; 


mais on a aussi 




dt 


- ?y. C08 (x. r 


d'où 






. . . - px cos ( X 



r/f* 



Les équations (7) et (8) et deux équations, telles que (6), 
permettront de déterminer les a,. 

2. Application à la recherche de r influence de la rësis- 
tance d'un milieu proportionnelle au carré de la vitesse 
sur le mouvement d'un point matériel attiré par un centre 
fixe en raison de la distance, — Soient 

2a, 26 le grand et le petit axe de Tellipse qui serait décrite si 

le milieu n'existait pas; 
e son excentricité relative ; 

6 Tangle que forme le rayon vecteur r avec un axe fixe OX; 
ûj Tangle que forme le grand axe Ox avec OX. 

L'équation de Tellipse peut se mettre sous Tune des deux 
formes suivantes : 

(û) r»[rtï8in«(0 — u))-.-6*cos*(^ — w^] ^- /3r«6*. 

{a') /•*[! — e*cos*(0 — tu )] - rt'(i — e'). 

On en déduit de la seconde 

dr __ p*rsin(ft — fo)cos(ft — eu) 
di) ~~ I — e^ C08'( — tu) 
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d'où, pour Tare élémentaire, 



ds = 



r /i — tf * ( 2 — e* ) co s*(0 — to) ^Q 



(/;) { I — e«eo8*(0--tu) 

^ ^»[i— e?«(9 — e*)cos«(0 — iu)*[i— c»cos«(6 - w) « r/0. 

Si /f^r esl la force allraclive, on a 

d'oii, en ayant égard à la condition — 4-^ = 1 et désignant 
par £ une constante arbitraire, 

•r* = ncos(A7 -f- £), ) — bsin{kt -^t). 

On déduit de là 

d.r .a dr .b 

dt /r dt a 



-Hp'^'^-y 







d'où 




iC) 


V»~AVrt« -+-/>» r^)-- 



et 

^ dt^ ^ dt^ 
mais l'équation de Fellipse donne 

a'i — r* 

ce qui n'est autre chose que Téquation des forces vives. On a 
aussi 

.r dr — > d,r , . 

— - — 3-: — kab 

dt 

OU 

\d) r* -, = kab. 

dt 

Enfîn, si l'on remarque que - = lang(^ — w), il vient 

(€) lang(8 — w) = - tang(A7-h e). 
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Les équaiions a ou a et e serc»Dt <le:^ iniésrales com- 
plètes de celles du mouvemeoi elliptique, puisqu'elles renfer- 
ment les quatre constantes arbitraires a. f. v. •: les équations 
e* ei d ' seront des intéerales premières. 

Abordons maintenant la question du mouremenl troublé, 
en représentant par sV^ la résistance du milieu * *. 

Si Ion remarque que le moment de V. par rapport à O. est 

r- ,^t on a. eu ésard au\ Taleurs c ^ et »/ , 
ai 

d\* = ~ L* dri — iz\^ df =. — i: dri — izk^ a'i ^ ù^ - ri i dU\ 

dr^^ =-zri^- \ di ^ - zr^^ df ^ ^ zkab dsi 
di dt di 

mais, en vertu des équations < c et </^ on a aussi 

^r= ^ = t dab, 
dt 

d'où, par comparaison, 

a du — f» db — — z a* — /** — r^ » d*. 
dah = 'jda — a dû — — zab d*. 

On déduit de là 

I db^ -zb '^i! r/c, 
a* - b* 

£n substituant à r- sa valeur tirée de léquation ta* s on 

obtient 

, >in*i^ — rw • , 

i lia - — za r/v, 

1 * I — <•- cos*< •! — <v t 

I - «r* cos* t *i - tv » 



I * ) D'après les espérieoces de Didion, on aurait daos Tair 

poar uoc «phére en laiton dont le rayon R serait exprimé en millimètres. 
( ' ) Noos étions déjà parvenu à ces résultats par des considérations géo- 
métriques, à la page 4<6 du Tome II. 



I I 
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Si Ton pose 

A -: [i — e'i;?. - r*)cos»(0 — lo )]*[i e- (îos-(0 - t,j i\ ^ 

il vient, en remplaçant ds par sa valeur {b). 

i da - — paf) siu* (6 — (a) 1 r/0, 
* ' ^ I ^//> - - p/»« C08« (0 — OJ) A r/0. 

Si Ton développe les deux facteurs de la fonction A en sérit^s 
ordonnées suivant les puissances de e'cos^(0 — m), qu'on 
effectue la multiplication, qu'on remplace ensuite dans le pro- 
duit les puissances du cosinus par leur valeur en fonction du 
cosinus des arcs multiples, on arrive à une expression de la 
forme 

dans laquelle / représente un nombre cnlier, l\ une suite de 

termes en e^', e^'"*"^, e''^'-^\ On reconnaît de cette manière 

que les coefficients Po et Pi, les seuls que Ton ait à considérer 

p 

dans ce qui suit, sont essentiellement positifs et que Po :> — (* ) ; 

mais, comme les séries ainsi obtenues sont peu convergentes, 
on mettra plus loin ces coefficients sous une autre forme qui 
se prêtera mieux aux calculs numériques. Quoi qu'il en soit, les 
formules (i") deviennent 

. ■» I f. I ■> r il » -cos î(0 (.1)1 • 
l Py(i — cos'^(0 -tujjH- 1*, (;os2(0 (i>i — J 



COSUI / -^-1 M - co» -H r(>S'Ji(/ — I mO — (o) 



,..\ 



i 1*0 [IH- COà'2(0 — (Oi| P, 



CUSVtl») '«il - - 



•1 






V. 



p.- 


3 


8() 

-h :r^" 




p.= 




3i 


T f" 

Ht 



f M P — 1 . i_ - ^» _i_ _j:I /•» . '— i? /»•* '' M** 



7— t*^ 

.10 '1 8 



VII. 
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Dans une oscillation elliptique, on peut considérer a, h, e^ 
par suite P/ comme constants, et, en intégrant entre les limites 
= 0}, ^ = 27: H- w, on obtient, pour les variations éprouvées 
par a et b i\ la fm de cette oscillation, 






On a (railleurs 
d'où 

On voit ainsi que l'excentricité, par suite rapiatissemeni, ira 
en augmentant. 
Si Ton pose 

:- sinia — r-> 



*' oc -- 


- -, 


■s 

0^? - 


Aï P, 
^ — — . 



•1- - e*('i — ^* ) " I -1 lang* a 

•A f:* ' I — lang* ft 



•»I =~ — "~ 1 '' : v~I > 

cosa \' (2 -e*)* 



on a 



A - M| I — •*. langa coS2(0 w) -; lang'a]* 
X [ I — 2 lang 3 cos2( w) h- lang* ? ]~ * . 
Si l'on pose encore 
1 1 — 2 langa cos2(0 ~ (.)) lang*a)* — XoA/CO82/(0— w). 

1 1 — ■». lang p cos 2(0- «o ) -t lang* S ]" " ' -o B/ cos 2 / ( — co ). 
(Ml obtient 

l>, = M(AoB, V,Bu-. >'?*:' ^**^!-^^:^-: i. 
En appliquant les formules qui ont été données au n" 19 do 
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riiilroduction, on trouve 

Ai=: 2Unga( i tang»a-i — 7-: tangua -,-.. . , 

, . , / I 11.'^., 1 1.3.5 . , \ 

Al ~ ^ lang»a ( -\ ■— tang»a H j — ■- r-- lang*a h- . . . ) , 

\ -^..4 2a.4.C) '2.4 51.4. t). 8 *=^ /' 

• » 

B, -- >. lang« p f ^ -.- ^ ^^ lang» ? -. ^ ^i-%-' langv ?--...), 
" ^V^.4 2i 21.4.6 ';t.4 'Ji. {.0.8 '^ ^ / 

Dans le cas du cercle où e = o, on a 

oa - 5/> ~ — Tprt* — — 3,1 4 f» «*, 06* = o, 

ei la courbe décrite par le mobile restera constamment un 
(•«»rcle dont le rayon diminuera jusqu'à zéro. 

Pour e- — } ou pour Taplatissement =0,1071, on a 

à peu près 

Dans le cas d\ine oscillation rectiligne complète, il faut re- 
monter à la première des équations (i) en y faisant b=^o, 
ds=^di\ et doubler Tintégrale par rapport à r prise entre les 
limites ~ a et «, ce qui donne 

«e qui est conforme au résultat connu (p. 17a, t. 1), qui se 
rapporte aux petites oscillations d'un pendule simple dans un 
milieu résistant. 
Les formules empiriques 

v/ — — p«*(3,i4 — Ojî;^»), o/> — — p«*{i — 6'*)(3, 14 -I 27,046'*) 

s'accordent assez bien avec les trois résultats ci-dessus. 
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Si Ton (lifféronlieréquallon(a) en considérant seulement a, 
b, (ù comme variables; que Ton substitue à (la, db leurs va- 
leurs (T), puisqu'on remplace b^ par a^(i — e"^) etque, enfin, 
un divise par ç^r-, on trouve 



6'î 



sin(6 - 0) ) r/to 
û ds 



( I - c^^n- sin^( — oj ) -^ ( i — r* )' cos*( 6 — w ) 
~ r^ i — f* cos*(6 — co ) 

En remplaçant r- par sa valeur déduite de la formule («'), 
on obtient 

, I — r* sin7.(0 — to ) , 

ou, en avant égard à la valeur ib) de ds, 

{ c/oj - : p — /'- b sin2( — lu ) A ^/O 

i /;(i — r*) \ Po sin9.(0 — o) ) ) 

' *^~ V*"~( -:^2:, P/lsin'2(/-4-i)(6 tu)--sin2(/— i)(0-to)|i' 

En intégrant entre les limites &>, aTr-r-w de 9, on trouve 
00) =::r o. 11 suil dc là que, à la fin des oscillations elliptiques 
successives, les axes de l'ellipse, tout en diminuant, conser- 
vent une position fixe. 

On déduit, par la diiîérentiation, de Téquation {e) 

do} . , ,h b dt 



— -- tang(A7 -.- £)rf- -: — 

«.VI ^ ' fÊ ^w /» 



cus*(0 — (0 ) ^ a a cos*(A7 -t- e) 

OU, en éliminant A/-f- e au moyen de la même équation, rem- 
plaçant e/a, db par leurs valeurs (i') et rfw par sa valeur {\), 

==?/>[ 7 ^^ 8in4( — oi) — .^-=^' sina(e - tu)l r dv,. 
en posant 

t. _ : 

r — |i —£•«(,* — f*)COS*lO - (o)]* [i — r»COS*(0 — oj)] *. 
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On reconnaît, de la même manière, comme pour A, que Ton 

peut écrire 

r=-l«0icosar(0-(o), 

et alors on a 



d(i 



l ^e - p h 1^^ ^] 8in4(e - oi) - '—^ sin9^.(0 - oi)] Qo 

-^ '^— j - S,0/[sin2(/4- V)(0 — w)-sin2f/ — yi)(0— (0)1 

ï efi ) 

^S,[Q/sin2(/— 1)(6— (li)— siiiîU— 1)(6— to))]J^6, 

ei, en iniégrant entre 6» = w, = ?.7r 4- w, on trouve ic = o, ré- 
sultat d'ailleurs qui ne présente aucun intérêt. 

Nous renverrons au Tome I, p. 169, pour ce qui concerne 
l'étude du mouvement d'une planète dans un milieu résistant. 

3. Emploi des coordonnées elliptiques datis r intégration 
de quelques problèmes de Mécanique relatifs au mouvement 
d'un point dans un plan. — Par un point {x^y) d'un plan, 
on peut faire passer Tellipse et l'hyperbole homofocales 

en désignant par c l'excentricité linéaire censée donnée, 

A Tinverse, on peut exprimer ^ et j en fonction de a, b, 
considérés alors comme variables indépendantes. En se pla- 
çant à ce nouveau point de vue, les équations précédentes 
donnent 



valeurs dans lesquelles on a supprimé les doubles signes, 
parce qu'on conviendra d'attribuer à 6 et à y^c^ — 6* des valeurs 
tantôt positives, tantôt négatives; cela revient, en effet, à poser 

b -- ccoscp, 
d'où 



u— acoS'f, > = /c* — b^ siiio 
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On déduit des équations (i) 

, a db -\- h (la 

ax — " 

c 

d'où, en désignant par ds Télémenl d'une courbe décrite par le 
point (j:, r), 

(3) ,ls^ .{ar-^h^){4''\-^-%-\ 

' \ rt* — c* c^- -b^ 1 

Si Ton pose 

on peut considérer a et b comme étant respectivement des 
fonctions de a et {3. 

Arrivons maintenant au mouvement du point {x,}'), solli- 
cité par une force dérivant du potentiel U, et posons 

, doL f^, d'i . .1. 

(5, , = ^^. ? = ^^, /.-«. -R 

L*équation (3) devient 

et réquation des forces vives donne la suivante : 

((») •^T^À(a'*-.-3'*) = aU-H//. 

dans laquelle nous considérons U comme étant une fonction 
de a et p. 
A réquation (G) nous joindrons 1 équation de Lagrange (V) 

^ r>T _ (JT _ ^U 



C) Nous ne ferons connatlrc que plus loin, au Chap. IV, les équation*» 
de la Mécanique analytique. Mais, dans un esprit d'ordre, nous avons cru 
devoir nous permettre cette anticipation. 
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On déduit de l'équation précitée 
et réquaiion (7) devient 

— j— = 1 (a --+- p*) . — — . h 

En multipliant cette dernière équation par 2/.aW//— û.r/a, 
on trouve 

O2 

On remarquera que ). est de la forme 

Si l'on admet que XU est de la même lorme et si Ton pose 

(10) XU=/(a)-/,(ii). 

l'équation (8) devient 

d'où, en désignant par C une constante. 

En portant cette valeur dans l'équation (6), en avant égard 
aux valeurs (9) et (10), on trouve 

et, en divisant l'un par l'autre cette équation et la précédente, 

da <!J _ 

et la séparation des variables est effectuée. 

Revenons maintenant de a, (3 aux variables a et b. Des for- 
mules (4) et de la comparaison entre la troisième des for- 
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mules (•■)) el la formule (9) on déduit 



da=-J^^. ./3 '^^ 



Nous pouvons d'ailleurs écrire 

(i5) /(a)--.F(a), /,(?)- K,(^), 

el réqualion (i3) devient 



L'équation (1 1) donne 

J /2/(a)-//o(a)~C 

OU, en se reportant à la formule (i3), 

OU, en ayant égard aux deux premières des relations (i4)» 






)n-//rt» — C 



J _ r h^db 

( J v/r» - />r» v/C — [ -i F, ( /> ) -,- /ih* 



I 



et Ton obtiendra / par deux quadratures. 

Comme application, proposons-nous de déterminer /e mou- 
vement d'un point m attiré par deux centres fixes F, F', 
en raison inverse du carré de la distance et par le milieu O 
de la droite FF' en raison de la distance. 

Soient 

r — /«F, /•'— mV\ p — 0//Î 
el 



'X 'JL 



r 



s 






les attractions exercées par F, F', 0. 
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On a 



U - ^ -^- < - vp2, 
r r ' 



ei, dans Tellipse ayanl pour foyers F, F', en ayant égard aux 
valeurs (i), 

c .r 

r — a — ~ a -\- h^ r' - • 'la — r - /i — b, 

a 

p* — x'~ >* — n^ -.- h^ — r^\ 

par suite, 

^t la condition d'intégration (lo) est satisfaite. 
Nous ferons, dans les équations (iG) et (17), 

Les équations (1) feront connaître, en fonction de celles de 
x, Kf les valeurs ao, ^0 de a, b correspondant à ^ — o. En diffé- 
renliant ces équations par rapport fi t, on obtiendra aussi les 

valeurs initiales (~/7 ) ' ( ;/7 ) ^^ "77' 17 ^" moyen de celles 

*^^ (^) ' (t//) ' ^^^ intégrales de l'équation (16) seront 

prises respectivement à partir de Qq, 60 et, par conséquent, 
sans introduction d'une constante arbitraire. 11 ne nous reste 
donc que l'inconnue C, que Ton déterminera en divisant l'é- 
quation (16) par c/^ et exprimant que l'on a 

lit " \di )o' lit ~~ yiit)^ 

pour a-z ÛQ, b --Bq. 
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CHAPITRE H. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉIUEL SUR UNE COURBE FIXE. 



§ I. - Questions diverses, 

4. Queile esty parmi tontes les courbes passant par un 
point A et comprises dans un même pian vertical, celle 
pour laquelle un point pesant partant du repos en A par- 
court un arc d'une longueur quelconque dans le même 
temps quil mettrait à décrire la corde qu'il sous- tend? 
(Salladim, i8o{.) 

Soient 

kjr la verticale du point de départ A ; 

B le point de la courbe où se trouve le mobile au bout du 

temps t\ 
V la vitesse en ce point: 
r la corde AB; 
Q l'angle qu'elle forme avec \y. 

On a 

, r«r/05 ~dr^ 
r* — -^— = igr cos : 

d'où, pour le temps employé à parcourir l'arc AB, 




. dr^ 

2 ^T cos 6 



Le temps qui serait employé à parcourir la corde AB est 
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donné par 
d'où 



r — et cosd - » 






Égalant les deux valeurs de / que l'on vient d'obtenir, on a 

,0 




r cos 



d*où, par la diiîérentiation par rapport à 9, 



cosO -nr -+- rsinH 



Si Ton élève au carré, on obtient 

r du 

—j-r = Umji'iO ; 

doù, en désignant par c^ une consiant<', 

équation des lemniscates dont A est le centre et dont Taxe est 
incliné de 4^" sur la verticale. Nous renverrons au Tome I, 
p. 73, pour la démonstration géométrique de ce théorème. 

5. Quelle est, parmi toutes les courbes ayant une origine 
commune 0, celle pour laquelle un point matériel j partant 
de cette origine sans vitesse initiale ^ soumis à r action 
d'une force dirigée vers un centre fixe et proportionnelle 
à la distance, décrirait un arc quelconque dans le même 
temps qu'il mettrait à parcourir la corde correspondante? 
((). Bonnet.) 

Soient ( fig. 2 ) 

O le point de départ pris pour origino ; 
A le centre d'attraction : 
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/• -A) m le rayon vecleur d'un point m de la courbe; 

6 Tangle qu'il forme avec 0\x; 

9o sa valeur initiale; 

jx'^Am Tatlraclion exercée sur /;/; 

/ la distance OA. 



Fie. • 



o c 









N 



i 






• .' «^ r 



/ «»* > V / 



/ 

/ 

/ 

/ /■ 

/ 















[.e principe des forces vives donne 



r//* 



::= jj^iU^— A/// ); 



— 1 

A /// — /2 H- /.2 _ a Ir cos : 



mais on a 



par suite, 

On déduit de là, pour le temps employé par le mobile à décrire 
l'arc 0///, 




/ ... . '/'•• 



/•3 , 

En ce qui concerne le parcours de la corde 0/?i, il suffit de 
supposer constant dans Téqualion (i) qui devient 

tlr'^ 

-r- = :jl-( 2 //• cos — /•- ) ; 
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d'où, par la diiïéreniiation par rapport à /, 

-j-^ -+- jji*(/' — /cosO) — (>, 

dr 
équation donl l'intégrale est, avec les conditions r — o, ~ :-. o, 

pour / = o, 

i3) /• - /eo80(i — cos|jL/): 

on déduit de là, pour la durée du parcours de la corde 0///, 
( î ) t zrz - arc cos ( I - - , ' ,. ) • 

Comme les valeurs ('0 et (4) doivent être égales, on a 



arc 



d'oîi, en diiïérentiant par rapport à 6, 



dr / dr^ 

— /• sinO — oosO -jT = cos 6 4/ r*-i- --tt-^ 



eu en élevant au carré, 

/• dO 

dr 



— tangiO. 



équation de deux systèmes de lemniscates dont le centre osl 
en ei donl les axes fonl un angle de 45* avec OA. 

Ce théorème peut se démontrer géométriquement ainsi qu'il 
suit : 

Soient B la projection de A sur la direction de la droite O/ii, 
M Tune des intersections de la perpendiculaire élevée en m 
avec la circonférence décrite du point B comme centre, et 
dont le rayon est égal à BO. 

Si Ton suppose constant, le point m, en parcourant lu 
droite OB avec une vitesse initiale nulle, obéit à l'accélération 
yL^XmB dirigée de m vers B; d'où il suit que m sera con- 
stamment la projection de M sur OB, en supposant que le 
ravon BM soit animé autour de son centre B de la vitesse an- 
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gulaire fz. On a ainsi 

mH — MBcosfi/, 
ou 

/cosO- /• — /cosO cosfji/, 

ce qui n*esl autre chose que Féquation (3). 

En considérant maintenant t comme constant et 6 comme 
variable, on voit que cette équation représente un cercle pas- 
sant par le point 0, dont le centre C est situé sur Ox, et dont 
le rayon est 

00 — (I— cosfx/). 

Soient maintenant m' un point de la courbe infîniment voi- 
sin de m; n le point de la circonférence ci-dessus déterminé 
par la droite 0/w. 

Le mobile met le même temps pour parcourir les cordes 
()/w, On que s'il décrivait l'arc 0//î; le temps employé pour 
aller de en m' doit donc être le même, que le mobile reste 
sur la courbe ou sur la corde, de sorte que Ton doit avoir 
mm'r- m' n, d'où 

m m' ti - 1 8o" - 2 niNUi ' - i Hu** - x ( 90" — Ji ) = a , 

ce qui caractérise bien les lemniscaies auxquelles nous sommes 
arrivé ci -dessus. 

6. Courbes synchrones. — On désigne sous le nom de 
courbe synchrone le lieu des extrémités d'arcs issus d'une 
origine commune, parcourus dans un temps donné par un 
point matériel pesant, partant de cette origine sans vitesse 
initiale, lorsque ces arcs appartiennent à des courbes sembla- 
bles dont l'origine est le centre de similitude. 

Il résulte d'une propriété connue du plan incliné et du 
Ihéorème de Salladini que pour le plan incliné et la lemniscalc 
la courbe synchrone est un cercle. 

Pour des boucles de cycloïdes ayant leur base horizontale 
et une extrémité commune qui est le point de départ, l'équa- 
tion de la courbe synchrone est très compliquée ; néanmoins, 
on est parvenu à démontrer qu'elle coupe les trajectoires à 
angle droit (théorème de Bernoulli). 
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Soieul(/g-. 3) 

Ox, Ox rhorizontale ei la verticale de l'origine des cy- 
cloïdes; 

S le sommet de Tune d'entre elles; 

O/w Tare de celle courbe parcouru au bout d'un temps donné; 

V, C, ACB~« le point de contact avec Ox, le centre et le 
diamètre du cercle générateur passant par m ; 

9 Tangle formé par la corde A/w avec AO; 

.y un arc quelconque de la cycloYde, mesuré à parlir du som- 
met S. 

Fig. 3. 




En se reportant à la page 82 du Tome 1, on a 









d ou , en exprimant que s ^^ 7.u , — r— = ^^ o 



dt 



dt 



pour / == o, 



.V= 2«C0Sl/— /. 
\ 1U 



Considérons maintenant t comme consiant ei 11 comme va- 
riable et désignons par 



h= ^ - =0M 
2 



la hauteur de la chute veriicale du mobile» censé libre, au bout 
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du lemps /; le point M esl rexlrémilé de la courbe synchrone 
qui correspond à u -~. x. L'équation (a) peut se mettre sous la 
forme 

v - : 2 a cos I / - • 

V " 

Mais nous avons aussi 

v = 2/wB — iu coso ; 
d'où, en identifiant. 



^-vi 



el 

t 

Nous allons maintenant substituer à // la variable 9. 

Nous avons 

Il <C^ // 



OA arc A m — - AC/// = w:^ = - , 



, . // 8in o 

corde A m — // sm^ — — ^ -' » 

el, pour les coordonnées du point //?, 

r = OA — corde A m coso - - ( 1 — - sinio ) 

O \ 'lO ' / 

) r corde Am sin^ - -r siii*o ; 



d'où 



r/^ 'À h ( . SI no coso , 
-7- r= - ( _-cos*o -i * ' ) 

«?»* 7// / sin'o . \ 

-7- " — r ( ^ ■'- sino coso ) 

ao o- V ' •/ 



s 



puis 

. X à,y 

^^) 5-- Umgo. 

11 suit de là que la corde km est la tangente à la courbe syn- 
chrone qui, par suite, est la trajectoire orthogonale des cy- 
cloïdes. 

Pour 9 "_ -» la tangente esl verlicale el l'on a 

>// 4// 

./• — — , ) ~ -_ . 
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La courbe synchrone coupera Ox en un point /Wo corres- 
pondant à 9 = 7: ou déterminé par 



h 

.c = -, 

71 



et Ox sera tangente en //îq. 

On remarquera que, d'après Téqualion (i), la tangente en M 
est horizontale. 

La courbe synchrone est rectifiable et carrable; l'expression 
de son rayon de courbure est même assez simple; mais nous 
ne croyons pas devoir entrer dans ces détails. 

7. Méthode employée par Despeyrous pour obtenir le 
développement en série de la durée d'une oscillation du 
pendule simple dans le vide. — (]ettc méthode est plus 
élégante et plus simple que celle de Poisson, qui a été repro- 
duite à la page 80 du Tome I. 

Soient 

OA la verticale du point de suspension (); 

OB = / la position du pendule à l'instant / ; 

B Tangle formé par OB avec OA, considéré comme positif ou 

négatif, selon que OB est situé ou non du côté du point 

de départ par rapport à OA ; 
60 récart initial. 

L'équation des forces vives donne 



d'où 



- ^ =À'-(cosO — cosBo); 



di) r/0 



i/l?dt=- _.=-.- ^. 

V' / /cosO — cosOo /-. / . ,^0 . J» 

Comme dl est essentiellement positif, on devra prendre le 
signe — ou le signe -f-, selon que décroîtra ou croîtra. En 
ne considérant qu'une oscillation complète, on devra prendre 
le signe — . 

VII. ^ 
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Si T esi la durée de la demi-oscillation descendante, on a 



i/fx=- r — -^- — 



«-0 
Comme <; (/q, un peut poser 

.0 . Oo . 
sin - = sin - sn\z>, 

et Ton a 

o — o |K)ur - <), c, — - |M)ur ~ 6o. 

On lire de là 

cos - = i / I — rtin* — sin* o, 
•X y -i • 

Oo 

■ % , 

2sin — C0S9aî5 

r/0 = — . 



d'où 



i/ i — sm* -- sin*cp 
On a, par suite, 



/ I I — sin* -- sin'ç. J l, I - - sin» — sin' s 



0., 



2 

intégrale elliptique de première espèce dont le module est sin ^ 
En développant en série, on a 



V a 

1 . f»o . , 1 .3.5. ..(•>// — i) . ,„ Oo . ,„ 

Si donc on pose 



• 'o 
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il vient 



n/f= 



1 . . Oo i.}.5...(2W — i) . . Oo 
//o H- - «1 sin* h ... H ;— Uin sin*" — 

2 1 2.4.0... 2// 2 



Or, en inlégrant par partie, on a 






C08O 



w 



7C /"s 



^ 



— ( 2 // — I ) / sin*'*- * ïï» ( 1 — sin* çp ) d'^ 
. '0 



d'où 



«j« — "î/«-i et de inômc 

2// 



( 
I 

Si Ton multiplie membre à membre ces inégalités et si l'on 

5 



observe que Wo ~ / rfo = -» on 



obtient 

•■'0 



1 .3. ')...( 2// — i) 7: 

^^in ^ TT » 



et Ton a par suite 



\ l 2 f \2/ 2 \2.4/ '-* 

fi. 3. 'i. ..(>.// — nV . ,„0o I 

L 2. 1.0... 2// j 2 \ 
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Si î/„ esl suffisamment pelil pour qu'on puisse prendre 

5iin — = — , 
on a, en s'arrèlanl au second terme de la série, 

S II. — Des tautochrones. 

8. On dil qu'une courbe fixe esl lautovhrone lorsqu'un 
point matériel m. soumis à Faction d'une force extérieure va- 
riable en grandeur et en direction suivant une loi donnée, qui 
esl assujeili à décrire celle courbe, arrive dans le même temps 
en un poinl déterminé Ai, quel que soil le point de départ A,, 
pour lequel la vitesse est nulle. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons la masse du 
mobile égale à Tunité. 

Nous ne considérerons que le cas où la force extérieure 
dérive d'un poientiel d'une seule variable /, potentiel que 
nous représenterons [lar 

Soient 

Xo» Zi ***=^ valeur> de / en A^, A,: 

i" la vitesse du mobile arrivé en un point A correspondant à 7 ,* 

,v l'aro A V|. 

Nous avons 
et, d'après le principe des forces vives. 

, ; : ., r y _ r y .]: 

on déduit de ces doux formules la suivante : 

J: — . 



\^ \J/., -J /. 
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Si T désigne la durée du irajei Ao A|, nous avons 



f 



'•h 

ou 

..) .^--L / ■- ..'^f- _,ly. 

Il nous faut mainienani exprimer que celle durée esl indé- 
pendante de x- A cei effet, en désignant par // une constante 
et par x une nouvelle variable que nous substituerons à x» 
nous poserons 

d'où 

avec les conditions 

*4) ./--o pour /-7.,, 

( i') j. — // pour y — /^. 

Lorsque, en général, une courbe est donnée par deux équa- 
tions entre trois variables, deux de ces variables peuvent 
s'exprimer au moyen de la troisième, et il en est par suite de 
même de l'élément d'arc. Nous pourrons donc poser 

et la formule (i), eu égard à la relation (3). devient 



(<i) 






Remplaçons maintenante par une nouvelle variable u définie 
par la relation 

'7) .r — uh. 

En remarquant que u ■= i pour .ju — //, l'équation (G) de- 
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vîenl 

Or, comme c'est la valeur de h qui déQnit la posilion du 
point de dépan, il nous reste à exprimer que -^ = o, ou que 

Mais, si Ton attribue à h une valeur suffisamment petite, 
tous les éléments de cette intégrale seraient de même signe et 
leur somme ne serait pas nulle. Il faut donc que chacun d'eux 
soit nul ou que Ton ait 

• ^ '^ Juh 



OU 



ou encore 






^/o(.r) I d.r 

^t _2 — __ _ . • 



d'où, en intégrant et désignant par C une constante, 

o(.r) =-. -_. 

La formule (f)) devient alors 

ds 

ds -- ^(jc) d.r = (] -— • 

Si Ton remarque que s =zo pour ^ = ou pour ^/^:=x^* on 
trouve, en intégrant, 

ou 



(9) .v = 2Cv//(x)-/(x^). 

On déduit de là 

(.0) ,h = ç.-JMl£L^ 
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OU 

X 

Si Yt désigne la composante tangentielte de la force exté- 
rieure, on a, en se rappelant que ds est négatif, 

d'où, en vertu de la formule (ii), 



Mais, comme 

V. =z: — 

dt 

on a finalement l'équation 






d^s s 



1 



qui n'est autre chose que celle du mouvement du pendule 
lorsque l'amplitude de ses oscillations est très petite. Il est 
donc inutile de remonter à l'équation (8) pour avoir la valeur 
de r, qui est la suivante : 

L'équation (lo) est Téquaiion générale des tauloclirones dans 
le cas spécial dont nous venons de nous occuper. 

Mais J^ s'exprime généralement au moyen des différentielles 
de trois variables, dont Tune sera x si 1 on veut et dont nous 
représenterons par z et Ç les deux autres. Le problème est 
donc indéterminé, puisqu'il faut, pour le résoudre, se donner 
une relation entre les trois variables. On voit ainsi que, dans le 
cas d'un potentiel d'une seule variable, il y aura une infinité 
de tautochrones dont une au moins sera plane. 

9. Tautochrone dans le cas de la pesanteur. — Soient z la 
hauteur du mobile au-dessus du point d'arrivée; on a 
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(U la l'ormule (9) donne 

Si la courbe est comprise dans un plan verlical, elle est, 
d'après celle équaiion, une cj^^cloïde dont la base esl horizon- 
tale. En enroulant le plan de la cycloïde sur un cylindre ver- 
tical quelconque, la courbe résulianie sera toujours une lau- 
lochrone. On voit ainsi qu'il n'y a qu'une seule lautochrone 
plane, mais qu'il y a une infinité de tautochrones à double 
courbure. 

Si le mobile est assujetti à rester sur un plan fixe, incliné de 
l'angle/ sur l'horizon, la taulochrone esl encore une cycloïde, 
puisque, dans ce cas, il est soumis à Taction d'une force, 
^s\ï\iy dont la direction est constante. 

10. Tautochrone plane dans le cas d'une force attractive 
émanant d'un centre fixe et proportionnelle à la distance 
à ce centre. — La dislance r du mobile au centre {\\e^ devrn 
être substituée à la variable générale %, et il est évident que la 
fonction /(/*) sera proportionnelle à r^. 

l/équation (9) peut donc se mettre sous la forme 



d'où, pour le carré de la sous-normale polaire, 

(i3) r» - — -^r? — z**^ 

U^) r ^^, _ ^j(r, / ). 

Celte équaiion esl celle d'une épicycloïde lorsque Ton a 
C<.(*). 



(') Soient (//^./,) 

//? un point d'une circonférence de rayon OA — \\ qui roule sur une cir- 
conférence fixe de rayon O'A — R'; 
•'''^"^ 

r le rayon vecteur O' tn et s - O'I la sous-normale polaire de l'épicycloïde. 

On a 

Ç— U'sin», \w=.2Rcos5, 

r'- IV- Â/w -f- aU '.\^icos9= n'*-i-4H(R^- R')cos9. 
Kn éliminant 9 entre la première et la troisième de ces équations, on 



.'■». 
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Admettons maintenant que C^i, et désignons par 9 Tangle 
formé par le rayon vecteur r avec une droite fixe 0' x menée 
par rorigine 0. Nous avons 

et réquation {e) nous donnera 



_,_ I . //-«(C»- i)h- /•{ 



H — ri 



1 



Si C= I , réquation représente une droite située à la distance 
r, de rorigine. 



trouve 






R'^ 



-[(.R-.IVj^ -/•!]: 



UKh-K) 

si la circonférence était intérieure, il suffirait de changer le signe de R daii; 
.cette formule. 




Supposons que, en résolvant un problème, on soit conduit à un résultat do 
la forme 



m 



A 



/*, étant une constante positive, k une autre constante positive ou négative. 
Proposons de déterminer les conditions qui doivent être remplies pour que 
l'équation {b) représente une épicycloïde. Kn identifiant {n) et (^), on a 

a Ri R'=-h,., un H- R')R:^ AIP: 

d'où, en considérant R' comme essentiellement positif. 



R' = 



V I -r- A- 

ce qui exige que l'on ait A : — i. 



2 V V <-rA7 
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Pour C>i, le ravon vecleur r croît indéfinimeni ei de- 
vient infini avec lui ; la courbe est alors une spirale fornnée de 
deux branches symétriques qui s'éloignent indéOniment du 
centre d'attraction. 

Si Pi :— G, on a simplement 



11. Tautochrone dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au carré de la vitesse. — Si nous désignons 
par k le coefficient de la résistance du milieu, le principe des 
forces vives donne 

en se rappelant que ds est négatif. On lire de là 

rA'2 , 'idfi'/) 

—, 21 Ai'-- -r-^- — O. 

du ds 

équation linéaire en v^ dont l'intégrale est 



'« = — '>.e^^^ I 6'- >A* d A 7 ) = -ri 
./.. '• dt^ 



d'où 



•x. '"' 



d: — -. _ 



et 

(i4) 



4 , —x j e-^^'<df(y 




^.— Xj f{y 



•/. 



• # ' • n 

'•I 

Nous remarquerons que Ton a 

« 'y •' V • ' V 

/•o »•• A| 

Posons 

c'y t'y 

e-^^ds — o(^j:) dx^ 



MOC VEXENT U*Uï<C POINT MATÉRIEL SIR UNE COURBE FIXE. Tx) 

X étant une variable que nous substituerons à yj nous aurons 
d: = o pour x = Xi et j" = A pour yz^iy^. L'équation (28) 
devient 

et prend ainsi la même forme que lorsqu'il n'existe pas de nii- 
lieu. On est donc conduit à poser, en désignant par C une 
constante, 

(17) o(-r)= -.- 

OU 

, , (î tir 
e ^-^tix — — --- • 

/r 

Comme on a 5 — pour x -Xi ^" pour jc - o, il vient, en 
intégrant, 

A" 

En élevant au carré et remplaçant x par sa valeur (i')), on 
trouve 






Si nous différentions, nous trouvons 

_±^ (— ï -- r^^ ) r/.v ^ r/y V / ) . 

En intégrant maintenant et remarquant que 5 -:o pour 
Z = /,» il vient 

__(_.,^-..^__j../(./)_/e/.,, 

pour l'équation générale des taulochrones. 

On remarquera que t a la même valeur que dans le vide, en 
vertu de la formule (16) et de l'expression (17) de la fonction 
?(x); il est facile de démontrer en outre que la composante 
tangentielle de la force 



-/'(7)i^-Av' 
'- ils 



est proportionnelle à s. 



i 
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ïJ III. — Des brachistochrones, 

12. On donne le nom de brac/ustochrone a la courbe que 
doit décrire un point matériel soumis à Taclion d'une force 
dérivant d'un poienliel pour que, en parlant d'une position 
donnée sans vitesse, il arrive à une position également donnée 
dans un temps minimum. 

Cette définition peut recevoir diverses extensions, en sup- 
posant qu'au lieu de deux points on ait deux courbes don- 
nées; alors les points de départ et d'arrivée sont à déterminer; 
enfin, le point matériel peut être assujetti à se mouvoir sur 
une surface. 

Nous rappellerons d'abord les formules suivantes 

I ffz 



ds' 



Ui) 



cos a = -7- — - — __ — I cos A = — -, — > 

dx y/,_^^'i_i.3'î dt 

ly )^ ^/cos3 

— . - ni\c ti — •_ - 



f-i _ 



COS w - -7- — - - ■ «. COS u - . 

ds ^/,^yi_^-- "^ dt 



dz z dcos^f 

ds ^,_^yi_^3's dz 

dans lesquelles p et de sont le rayon de courbure et l'angle de 
contingence d'une courbe; a, ^, y et X, /a, v les angles formés 
avec Ox, 0^% Oz par la tangente et la normale principale. 
Soient 

(Xo.^o, Zn), {.l'iy y't, Zt ) les points de départ et d'arrivée; 
9(.r, r, z] le potentiel; 

P.r=y-> ^r—Y',y '^ z - '- Ics Composantes suivant Ox, 

()/, Oz de la force extérieure P; 
IV~ Pxcosa 4- P^-coS'î -H Pccosy sa composante tangentielle; 
V la vitesse du mobile à l'instant /. 

En représentant par 90 la valeur de 9 au point de départ 
nous avons 

\ s- 2(0 Oo), 

et V est une fonction de x, y\ z. 
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De l'équalion 
on déduit 

1 (t.f cosa (ùr 

Il s'agil de rendre minimum la durée 

•■'Vr 



ir) 



T = I — — ^. (l.r. 



On posera, en conséquence, on se reporlanl au lilro 1 de 
rintroduction. 






et Ton aura 

M ' / -, r-'A' \\ 

M' y - ^-^'^^^ 

M " -, — — ~ — - — -., - t 

r/jT ~ V dx V^ f/.r 

_ cos;jL dt cos^P/ 

par suite, 



[)s3l>, I /l\cos3 V* \ 

-il- - — — ( — — cos u ) : 

» cos a V cos a \ V * s ' / 



Vrr. 



V'cosa\ rÂ- ^/.v ds "" (() / 
\'*cosa \ ^ p ' "^Z 

(> < et, de même. 

2 ^ I (y^'Hl _ '^ ^ ,H — ^ 

~ V*C0Sa \ dx^ ds ds âz ) 

= — TTT (Vz COSV — P/COSY ) . 

\ 3 cos a \ p / 
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On peui melire ces fonctions sous une autre forme, en 
substituant / à la variable s. On a, en effet, 

ds ~" V Ut ' tls ~ lit ' 

7l^ " V (It \V dt / V \ V« d~t dt '^ \ dh y 
par suite, 



ie') ot, de même, 



Z r^- 



V^cosa 



dt^ V r// r// "^ (/s y 



Si la brachisiochrone se rapporte à deux courbes, Tune de 
départ et Tautre d'arrivée, les conditions (i4') du n" 11 de 
rinlroduction se réduiront à la suivante qui s'appliquera à 
chacun des points extrêmes 

ou 

•N > > 

03 „ or 03 

cosa ^ H- cosp /- '-- eosY >- = o. 

o.y '^ V • o.f 

Donc /a brachistochrone sera normale aux courbes de 
départ et d arrivée. 

13. Brachisiochrone, lorsque le point mobile n'est pas 
assujetti à rester sur une surface. —-On a Y = o, Z — - o ou, 
en ayant égard à (6?), 

V- 

l Vy -*- -- COS |1 — Vt C08 ? " o, 

) 

i V* 

f \^z -'■■ <*0SV — [*t COS Y = o 

? 

En ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
COS (3 et COS y, et remarquant que 

COS p COS jji -+- COS Y cosv = — COS a cosX, 

Vy COS p -1- Pc COS Y = P/ — Vx COS a, 
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on trouve 

yî 

(/' ) Px H COSX — P; COSa — o. 

P 

On déduit de là 

V- 

Vx COS X -f- Vy COS fJL -H P- CCS V ; 

donc la composante normale de la force extérieure est 
égale à la force centrifuge (théorème d'EuIer). 
Il résulte des équations (/), (f) que P se trouve dans le 

plan de Pe et de — > c'est-à-dire dans le plan osculateur. Donc 

P 
le plan osculateur est normal a la surface de niveau corres- 
pondante. Cette propriété et la précédente caractérisent com- 
plètement la brachistochrone. 

En ayant égard aux formules (^), les équations (/') et (/) 
reviennent aux suivantes : 

V ^ — — -'"^ — - 

ds^ ds ds Ox 

^^d^r d\ dr d\ 
^ ^ d\* ds ds dz 

yd^_dW(lz _^ d^__^ 
dv^ ds ds dz ^ - 

dont deux seulement seront distinctes et seront les équations 
différentielles de la courbe. Leur intégration introduira quatre 
constantes arbitraires que Ton fera disparaître en expriitiant 
que la courbe passe par les points de départ et d'arrivée. Les 
équations précédentes peuvent aussi se mettre sous la forme 
plus simple 

^ _ r/ I de 

(Kv ds V ds ' 

(k'') / ' V d i dy 

ih- ds V ds 

_y d i dz 

\ "57 ds V ds " "' 

La composante normale de la force P peut se mettre sous la 
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(h 

forme \ -y et s'uniiule avec V. U suit de là que, au point de 

départ, la courbe est normale à la surface de niveau pas- 
sant par ce point, 

Kn laissant indéierminée la position du point d'arrivée, deux 
des coordonnées d'une brachisiochrone s'exprimeront au 
moven de la troisième et de deux constantes arbitraires a, ûfi. 
L'équation 

I d.r'*' - dv^ - dz*' 

^ -? --?o 

permettra de déterminer t en fonction de la troisième coordon- 
née et de a, a\ , sans introduire une nouvelle constante, puisque 
/est nul au point de départ. On peut concevoir que, inverse- 
ment, la troisième coordonnée, par suite les deux autres, 
soient exprimées au moyen de t, a, a\ et c'est ce qu'on sup- 
posera dans ce qui suit. 
Soient 

OA, OA' les arcs décrits dans le même temps t de deux bra- 
chislochrones issues d'un point 0, intiniment voisines, et 
dont les paramètres sont respectivement a, ai et a -f- ôa, 

AT la tangente en A à OA ; 

A^ la direction de AA'; 

./', }', z les coordonnées de A. 

Les coordonnées de A' étani 

(Ir ^ Ox ^ f)y ^ (h- ^ ()z ^ dz ^ 

./' H fjf( -r- ,— o</i. ï -f- -^ or/ -■-- 0^1, z -+■ -— oa -h - — O^j, 

fUf (kii 0(i Oax oa Oai 



on a 



- ôx oa dx Orti 

cos(0, x)-z= —--.-- ^ , 

da 0^ ôa\ ot 

dy Za ôy o«, 

COS(0,j ) -^ -- T- -4- ;r- -^' 

, ()z oa âz Ort| 

Oa OJ w/i od 



en posant 



II) off = AA ={/ [ r '"^^^ -^ "i— ^^^'i ) - r '^^' -^ 1 ^^i) -'" T" ^^^ -^ "i— '^^i 
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d'ailleurs 

.^ dr I d.r ^ . i dy ,^ i dz 

cos(T,.r)= — = ^ -^^ , cos(T,j)= ^ --, cos(T,,-)= ;^ ^; 

on a donc 

COS(T, e) = ;rrV (U Ort H" Ul 0«, ), 
V OJ 

~" ôa dt âa dt *)n dt ' 

< 
\ r — ^).r d.r <>r é/r <>3 r/3 

l * "~ t)/^/t r// Oa\ dt ôox dt * 



en posant 



(0 



on déduil de là 

d\5 chx dr d^y à y d^z Oz 
dt ~" rf/« âa dt* ôa d^ dâ 

d,r à dr dy 1) dy dz <) dz 
dt <)a ~dt ~di âa (ït lÛ on Ht 

d^x dx d^y dy d^z Oz i ô / dx^ dy^ dz^ 



dt* du dt* ôa dt- Oa 1 da 



\ dt^ '^ in^'^ dt* / 



ou 

ê 

di: _ ff*.r dx d^ ôy ^ (J^ (h fï\ 

^^ ■ di " dt* da '"' dt* da''' dt* dit '^ \kt ' 

Les équations (g) reviennent à celles-ci : 

^ \ - - o. 

d.r 

- > — - o. 

d*z __ ->. dS (h d_\ _ 

dt* V di dt oz '' 

qui ajoutées, après les avoir respectivement multipliées par 

èx àr dz . 

-r-î -r-» -r-y donucnt 

ôa ôa ôa 

d*x dx d*y dy d*z dz 9. ^V f dr dx dy dy dz dz 



d*x 


9. 


d\ dx 


dt* 


~\ 


di dt 


d*y 


7. 


dV dy 


dt* 


V 


dt di 



dt* da dt* da dt* 



dz 7. d\ f dx dx dy dy dz dz \ 
da \ dt \dt ôa dt Oa dt da ) 



, ^/à\ dx d\ dy d\ fh\ 
~^ \dx da dy da dz da / 

d*x dx d*x dy ^ d*z f)^ _ ^U d\ ^ d\ 
dt* da "^ dt* dit " di* da ""V" 7^ ' dâ 

vn. S 
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OU, VU (y), 

de V dt "" ^' 
d'où 

en désignant par W une certaine fonction de a et ai . On ob- 
tiendra une expression semblable pour Li|,et l'on a, par suite, 

V 

cos(T, e) = .- I »!•(«, -7, ) ort H- ^\(a, ai ) Ort,]. 

Comme ôa, âai sont arbitraires, on peut faire ôoi = o, et l'on 
a, on ayant égard à la valeur (h), 

COS(T, e^ — ^ :: i !:• 

Supposons que Oz soit dirigé suivant la normale à la surface 
de niveau passant par le point de départ (), c'est-à-dire sui- 
vant la tangente à OA. Si l'arc OA est très petit, on peut consi- 
dérer la force P comme constante pendant le temps très court 
employé à parcourir cet arc, et, en désignant par g sa valeur, 
on a 

En supposante cl j développés suivant les puissances de z, 
ei en s'arrêlant aux termes du second ordre, on a deux expres- 
sions de la forme 

dans lesquelles A* et /r' sont des fonctions de a, ai. 
On déduit de là 

/J^dt = ds ^ sfV-^^di^T-k'ijz^ f/c = 1 1 -^ 2(A«-+- A'*)3»J dz, 
d'où 

En portant dans le second membre la valeur z = - — oble- 
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nue comme première approximation, puis inlégrani, on trouve 



^^tT'-^*'^ *'*>»''']• 



dz 
Il résulte de là que -j- est du sixième ordre et peut être né- 
gligé. 
On a ensuite 

Ar _ ç)it j _ ^ ^ Of __ dk' (Tit^ 

da ôa^ âa /i Oa ~~ da 4 

et, comme V = gt, il vient 

cos(T, e) = -i- — / • 

S^^ . àk^ âk'* 






ce qui est inadmissible ; il faut donc que ^ soit nul et de même 

que ¥i = o. Donc (T, fc)) = ç)o^ 

En faisant varier les paramètres a, ai, le lieu des extré- 
mités A des arcs isochrones OA est une surface synchrone. 
On voit, d'après ce qui précède, que les arcs isochrones des 
brachistochrones sont normaux à la surface synchrone. 

Si les équations des brachistochrones ne renferment qu'un 
seul paramètre arbitraire, la surface sera remplacée par une 
ligne synchrone normale aux arcs isochrones. 

Nous verrons plus loin que, dans le cas de la pesanteur, la 
bracliistochrone est une cycloïde dont la base est horizon- 
laie. Le théorème précédent, qui paraît dû à M. J. Bertrand, 
est donc une généralisation du théorème de Jean Bernoulli 
(n** 6). M. Bertrand a donné de son théorème la démonstration 
suivante. 

Soient OA, OA' les arcs de deux brachistochrones infini- 
ment voisines, issues d'un même point et décrites dans 
le même temps t; Aï, A'B les tangentes en A et A', menées 

en sens inverse. Supposons que Tangle A A'B = A' Aï soit 
aigu, et menons dans le plan BA'A la droite AB faisant avec 

A A' un angle égal à A A'B; on a AB = A'B. Soient ^ le temps 
qu'emploierait le mobile pour aller de en B; V la vitesse ac- 
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quise en A, qui esl la même en A' et B aux infiniment petits 

près du premier ordre. 

En allant de en A en passant par B, le mobile emploierait 

le temps 

BA ^ 

Pour aller de en A', il emploie le temps 

BA' 

d'où Ton conclurait BA > BA', ce qui est absurde, et le théo- 
rème se trouve démontré. 

IV. Brac/iistoc/irone lorsque le point mobile est assi{jetti 
à rester sur une surface. — Soient 

l'équation de la surface; /, m, n les angles que forme sa nor- 
male avec OXy Or y Oz. 

Les formules (i i'^) du n° 8 de l'Introduction et (e) du n° 12 
du Chapitre actuel donnent, en désignant par K une quantité 
inconnue, 

V* 

l Vy- cos'jL — l\ cosfi = Kcos///. 

(/) "" 

i V* 
f Pj H COSV — Vt cosv — K cos//. 

p 

Si l'on ajoute ces deux équations, multipliées respective- 
ment par cos(3, cosy, et si Ton remarque que 

Vy COS p -'- p- cos 7 = Vt — Px cos a. 
cos 3 cos (A H- cos Y COSV ~ — cos a cosX. 

on trouve 

V* 
(/') Vx-. cosX — P/ cosa — K cos/. 

Supposons que Ton place l'origine des coordonnées en un 
point de la courbe, que Ton dirige Ox suivant la tangente à 
cette courbe et Oz suivant la normale à la surface; 0^ sera 
la normale géodésique au point de la courbe. 



\m 
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Pour ce point, ou a a = o, ^ = y = 90*^, X = 90", y. =1 90*»— v, 
i— m — 90*, P.4r= Pf ; l'équalion (/') devient une identité. Des 
deux équations (/), la seconde renferme seule Tinconnue K 
qu'elle déterminera ; la première devient, en désignant par F 
le rayon de courbure géodésique, 






Vy = sinv — , 



Donc la composante géodésique de la force extérieure 
est égaie à la force centrifuge géodésique^ ce qui caracté- 
rise une brachistochrone. 

La condition précédente est satisfaite pour une ligne géodé- 
sique censée décrite par un point sollicité par la force nor- 
male à la surface et dont le potentiel est F(^, j, z). Donc la 
catégorie des brachistochrones comprend les lignes gcodé- 
siques. 

Si rfyj est Tangle de contingence géodésique, la composante 

f^éodésique prend la forme — V -- et s'annule avec V. Si donc 

on désigne sous le nom de courbes de niveau les intersec- 
tions de la surface donnée avec les surfaces de niveau, la tan- 
gente an point de départ est normale à la courbe de niveau 
en ce point. 

D'après les formules (e) du n° 12, les équations (/) et 
it) reviennent aux deux suivantes 



^,d}x dW dx /)V ^,d^Y 
d^^ ds ds ùx ds* 


d\ dr 
ds ds 


Or ds* 


d\ dr 0\ 
ds ds ' Oz 


(/F " 

<)x 


Or 




OF 

Oz 



dont, d'après ce qui précède, l'une rentre dans l'autre. L'in- 
tégration de l'équation que l'on conservera, introduira deux 
constantes arbitraires, que Ton déterminera par les conditions 
que la courbe passe par les points de départ et d'arrivée. 
Mais, si l'on ne considère que des brachistochrones ayant le 
même point de départ, l'équation intégrale ne renfermera 
qu'une seule constante a, et celte équation, jointe à celle de 
la surface, permettra de déterminer deux des coordonnées en 
fonction de la troisième et de a; l'équation des forces vives 
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fera ensuite connalire / au moyen de ces deux élémenis. Mais, 
a l'inverse, on peut concevoir que la troisième coordonnée et, 
par suite, les deux autres, soient exprimées en fonction de / 
et de a, et c'est à ce point de vue que nous nous placerons. 

Soient OA, OA' les arcs isochrones correspondant à une 
valeur donnée du temps, de deux brachistochrones infiniment 
voisines dont les paramètres sont a, a -h oa. En nous repor- 
tant aux notations du numéro précédent, nous avons 

cos(T. e) = 



\ i / r- -* H 

V âa^ Oa^ Oa^ 



_ d.r dx dr dy ôz dz 
Ou dt ' Oa dl ôa dt 

f/U _ d^x à.r d\y Oy ^ f/^ [>£ y ^' 
dt ~ dl^ dît lit* (iâ ' dt^ ôa ^t ' 

En vertu des formules (e') du n'' 12, les équations ([') ei 
(/) reviennent aux suivantes : 

d^x _ -1 d\ d.r d\ _ <)F 
dt^ V dt ~dt ^ ^ àx ôx ' 

dt^ V dt dt "^ ùy ~^^'ùy' 

dt^ V dt dt ^ Oz ^ àz' 
Si l'on remarque 

(W àx ùY dy r)F àz 



dx da ' dy da dz du 

ces équations donnent 

d^x dx d*y dy d^z dz 
f//« da '^ dt^ da dt^ da 

2 il\ / dx dx dy dy dz dz \ 
" \~di \di 'dà'^ ii th^di 'd?i) 

,, /c)V dx d\ dr dV dz\ 

-h V ( ' i 1 1 = O 

\ dz da dj- da Oz da/ ' 

équation que nous avons déjà obtenue au n^ 13 et qui nous a 
permis d'écrire 
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Nous avons donc 

cos(T,e)r- 


WW(a) 





Dirigeons Ox suivant la tangente à la courbe, Oy suivant la 
normale à la surface; désignons par g la valeur de Pr en 0. 
Nous n'avons plus qu'à suivre le raisonnement de la fin du 
n* 13 qui conduit à ^ = o. 

Donc la courbe synchrone des brac/iistoc/irones est nor- 
male â ces dernières. Ce théorème peut d'ailleurs se démon- 
trer géométriquement, en suivant la marche indiquée à la fin 
du numéro précédent. 

On en déduit, comme corollaire, ce théorème de Gauss : 
Le lieu des extrémités d^arcs égaux des lignes géodésiques 
d'une surface, issues d'un même point, coupe ces lignes or- 
Ihogonalement, 

15. Brachistochrone dans le cas de la pesanteur, lorsque 
le mobile n'est pas assujetti à rester sur une surface. — 
Les surfaces de niveau étant des plans horizontaux, la bra- 
chistochrone sera comprise dans un plan vertical. 

Soient Ox la verticale du point de départ pris pour ori- 
gine: a, Tinclinaison de la tangente sur Or. 

On a 

Comme a, diminue quand s augmente, il faut prendre 

I r/a (l-x 

p as il.r 

et Ton a, d'après le théorème d'Euler, 



tr 



COSa = - - = — 



V* î'TJ^sinar/a 



T» 



fy^^"^" p cl.v 

d*oii 

I dx \\T':(i% 



•1 X cos a 

et 

cosa = C v^, 
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équaiion d'une cycloïde dont la base esi horizontale cl un 
point de rebroussemeni. 

16. Brachistochrone dans le cas d'une force dirigée vers 
un centre fixe 0, fonction de la distance à ce centre, lorsque 
le mobile n'est pas assujetti à rester sur une surface, — 
La courbe est plane, puisque les surfaces de niveau sont des 
sphères. Nous ferons passer Taxe 0^ par le point de dé- 
part //Zo, où il sera tangent à la courbe qui présentera sa con- 
vexité au même axe. 

Soient 

f\r) le potentiel; 

9 Tangle formé par /• avec O^*; 

a l'angle de la normale avec r. 

On a 

L'angle formé par la tangente avec Ox étant a -h 90°+ 5, 

dr 
Tangle de contingence est — (da -h dB) ; et, comme ds — — -. — 5 

sin a 

on a 

I doL- dd . 

p <(r 

La composante normale de la force étant /'(r) cosa, on a, 
en vertu du théorème d'Euler, 

Afin) -f(r)\ ( J - ^) ^./'(r)cola. 

dO 
En remplaçant dans celte équation .- par sa valeur dé- 
duite de 

cota — — r-7-, 
Ur 

on trouve 
Si l'on pose 

,•( \— / < >• ) l 

•^' •^/('•o)-/('-)j'^/-' 



2 
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îl vient 

d COS a , , . 

—j^ H-o(rjcosa = o; 
d'où 

COS a = Mé?-?'''-. 

On déduit de là 

col a — -— -. ^- = — r -i- ; 

d'où, en remarquant que = pour r = ro, 








Supposons, par exemple, que la force soii proportionnelle 
à la distance ou que/(r) soit de Ja forme ar^, nous avons 



i I 

— » 



d'où 

♦îl, successivemeni, 



COS a — — i--'^ 



r« sin*a zr. { i ^ M* ) ( r^— rj — - Va ) * 

\ I -f- Al / 

La courbe est ainsi une hypocycloïde. 

17. Brachistockrone dans le cas d'un point pesant assu- 
jetti à rester sur une surface de révolution dont l'axe est 
vertical, — Soit Ox Taxe de la surface, la position de l'ori- 
gine restant arbitraire. On a 

COS m » 



COS/* 3 

L'équation (m) du n° l'i- donne 



- I df 


y 


. 1 dz 


•• 
^ 
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OU 

dY'i dz'y 

d.c * dx 



en posanl y^^zi -:^ ■ — - 

Si Ton développe le calcul, on trouve 

ou 

-/.£o-'--=',)-^g(/.-.»=«. 

On déduit de là, en désignant par C une constante, 

En élevant au carré et remplaçant ensuite x^ par sa valeur, 
il vient 

Soient r la distance du mobile à Taxe Ox\ 9 Fangle qu'elle 
forme avec 0^ ou Os. On a 

par suite, 

et cette équation, jointe à celle 

de la surface, déterminera la courbe. 
L'équation {n) peut encore se mettre sous la forme 

d'où 



dt* ' dt"^ "' 2^' 



di) CV» 



;.i_ ^ 



dt »/o «r 



V^2j 
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CHAPITRE III. 

DU MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE. 



18. Lorsqu'un point malériel //î, dont la masse sera censée 
égale à Tunilé, sollicité par une force extérieure F, est assu- 
jetti à se mouvoir sur une surface Hxe, cette surface par sa 
rigidité détruit toute force qui lui est normale. Il suit de là que 
le point peut être considéré comme libre en faisant intervenir 
la réaction N de la surface, égale et contraire à la force dé- 
truite, réaction dont la valeur sera donnée par la solution du 
problème. 

Soit 

(1) F(x,j, c) = o 

l'équation de la surface rapportée à trois axes rectangulaires. 
Le mouvement du point sera complètement défini si Ton 
établit, entre ses coordonnées, deux relations dont Tune ren- 
fermera implicitement le temps et dont Faulre, indépendante 
de cette variable, déterminera avec Téquation (i) la forme de 
la trajectoire. Comme, dans ce qui suit, nous ne considérons 
que le cas où la force P dérive d'un poleptiel 9, Téqualion des 
forces vives 

('2) \2 = 20 -f-const. = • 

nous donnera la première de ces relations. Il s'agit d'obtenir 
la seconde, que, pour simplifier^ nous appellerons équation 
complémentaire. 
Soient 

Tangle formé par la binormale à la trajectoire avec la normale 
à la surface ; 



7() HUITIÈME PARTIR. — CHAPITRE 111. 

R le rayon de courbure de la section normale à la surface 

menée par la tangente à la trajectoire; 
p = R sin le rayon de courbure de la trajectoire ; 

p'= R langô = -—T son rayon de courbure géodésique ; 

cost/ 

IV, P.x, Vq les composantes de F suivant la direction de la vi- 
tesse, celle de la normale à la surface et la perpendiculaire 
à la vitesse dans le plan tangent. 

En nous reportant au n" 25 de la page 175 du tome I, nous 
avons, en faisant la part de quelques différences dans les nota- 
tions, 

V* 
N -h ^ -I- P.> = o, 

yj yi 

— cosO = — - = P,,. 

La première de ces équations fera connaître N quand le 
problème sera résolu. Il n*y a pas lieu de tenir compte de la 
seconde, qui se déduit de Féquation (2). La troisième exprime 
que la composante P^ est égale à la force centrifuge géodé- 
sique, d'où le nom de géodésique donné à cette composante. 
On remarquera que, si la force extérieure est constamment 
normale à la surface ou si P^= o, la trajectoire est une ligne 
géodésique de la surface. 

C'est la troisième des équations ci-dessus qui, convenable- 
ment transformée, nous donnera Téquaiion complémentaire. 

Soient 

\ = V ^ = -T^^ Z — -2 les composantes de la force P sui- 
ux Oy ôz 

vant 0^, Oj, Oz; 

dx ^ dy dz . . . , 

cosa=: -7-» cosp= 7-» cosy— -7- les cosmus des angles 

ds ^ ds ' ds 

que forme V avec les axes; 
, I 0¥ là? I JF , . . 

COS/=: T -;^ > COS/W = r- , COSW = r- -r- ICS COSUIUS dCS 

A (/x A Oy A Oz 
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angles semblables relalifs à N, en posant 



On a 






= X -^N cos/, 



ou 



ou encore 



(i) 



dV coniz 

> -. = A -+- N cos/ 

.., r/cos« r/V „ ., , 

V* — j — -^- > -7- cos a — \ i- N cos/, 
ds- d\ 

et de même 

rfcos3 r/V ,. ., -, 

\ - 7—^ -:- \ -7- cos 3 = \ H- N COS/W, 

d\' ds- ' 

V * — i — ^ -f- V -7- COS Y = Z -h N cos//. 
^/.v </.v ' 

Menons par Torigine les droiles égales à l'unité ON, 0/, Oq 
respectivement parallèles à N, V, P^. La droite ^ représentera 
le double de Taire NO A et comme cos/, cos/ai, cos/i sont les 
coordonnées du point N et cos a, cos 3, cosy celles du poiYit /, 
on a, en projetant sur les plans xOy, r Or, zOt, 

cos(7, z) — cos Aw cos a — cos/ cos p, 

C0S(7, .r ) — cos// cos ^ — COS/// COS*;. 

cos(7,.> j = cos/ COS 7 — cos// cos a. 

Comme P^=: X cos(<7,a;) -f- Y cos((jr, j) -i-Z cos(g, z), en 
ajoutant les équations {\) multipliées respectivement par 
cos(^,x), cos(g, r), cos ((jr, 2), on devra retomber sur réqui- 
valent delà troisième des équations (3), qui devra par suite être 

indépendante de N et même de —.-; et, en effet, on trouve, en 

effectuant les calculs, 

i v- F/ o ,^/cosa I 

\ >- (cos 3 cos// — cos Y COS///) -. r-... 

(:>) î L "» J 

f = X (cos p COS// — COSY COS///) -i- 

et en substituant à V*, cosa, . .., cos/, .. ., X, ... leurs valeurs 
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données plus haut, on aura Téquation complémentaire cher- 
chée. 

L'équalion (2) fera ensuite connaître x^ j, ;: en fonction 
de t. 

En supposant X = o, ¥ = 0, Z = o, Féquation (5) donne 
pour celle des lignes géodésiques de la surface 

(6) (cosp cosw — cosY cosw) ^/cosa -h... = o. 

19. Sur une propriété des lignes géodésiques de V ellip- 
soïde. — Soit 

, , .r« )î 3» 

(7) T -^ T? -^ "7 = » 

rt* o* r* 

réquation de Tellipsoïde. 

L'équation (6) se prête difQcilement à la recherche de la 
propriété géométrique dont il s'agit. Il est préférable (*)de 
recourir aux équations (4) oii Ton supposera X =0, Y=:o, 

1, oc *X Y a Z 

Z = o, V = const., COS/=: -T-—, COS/AI = -r-'i-r> cos/i = -— r, 

Aa-^ Ab^ i\c^ 

ei, en faisant 

J^_ K 

V*A ~ 2' 

K étant substitué à Tinconnue N, on aura 

^ as rt* (/s b^ cb c* 

En ajoutant ces équations après les avoir respectivement mul- 

X \* z 
tipliées par — :» tt) — > on trouve 
' a^ b^ c^ 

Si l'on différenlie deux fois de suite Téquation (7) par rapport 



(^) L'analyse suivante, à quelques difTérences près, est cmprunlcc à 
M. Darboux. 
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à Sy on obtient 

— cosa -H >7 ces B -+- -^ cosY = o. 



j* d cosa y dcos^ z dcosy _^ /cos'a cos'p cos*y \ 
et réquation (8) devient 

^^^ a* /;* c» ^V«* /^* ' ^V 

En ajoutant les équations (4') respectivement multipliées 
par 

dfCOSOL dx r/.fcos0 dy r/.vco8Y rfz 

on trouve 

n? cos' a rf cos* B d cos* y ,, / ^/r» dr^ dz* \ 
^ rt« i)î 6* \ a^ b'* 6-* / 

et, en éliminant K entre les équations (9) et (8'), il vient 



É^co8*a rfcos*3 ^COS*Y 


r/.r» dy^ dz'i 

1 ' - ■ 
</* /;* r» 


C08*a C()S*B COS*Y ~"* 
-4- -t- 

^/« /;* c* 


r/> "^ /;* "^ 6-* 



équation dont les deux membres s*inlcgrent et qui donne 

, , /COS'a COS*B C()S*y\ /jc- >•' z^\ , 

<•») (-lii- + -01^ + V^ j (,;;;; -^ 7Â -^ ;;i) = '■'''''■ 

Soient? la distance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent 
au point (x, y, z) de la ligne géodésique, D le diamètre de la 
surface parallèle à la tangente à la courbe. On a d'abord 



p= 



1) I> « 

Pour obtenir D, il suffit de faire a: = - cosa, r = - cos,3, 

22 
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z nr - cosy dans léqualioii ( 7 ), qui donne ainsi 



/ 



cos*a cos*p cos-Y 



et réqualion (10) devient 

(11) l)P = consl.C, 

relation qui, traduite en langage ordinaire, constitue le théo- 
rème de Joachimsthal. 

En ayant égard aux valeurs ci-dessus de P et D, l'équa- 
tion (8') prend la forme 

4P« 

et les formules (4') deviennent 

fl^cosa _ 4P' .':■ r/cos^ _ 4P' .>■ ^cosY _ 4P' 2 . 

""dJ" ~ ~^ ^ â^" ds ~ ~ D*" b^ ' ds ~~~ II»" r^' 

d'où, pour la courbure de la ligne géodésique, 



(12) ; 



v/( /Y cos a )- f ( ^/ cos 3 )* -^ ( d cos y )^ 



4P' /.r^ ^ î! _ 1£ 



En éliminant I) entre cette équation et l'équation (id, on 
obtient 

résultat qu'il est facile de traduire en langage ordinaire (* ). 

Considérons un ellipsoïde de révolution autour de Ox, ei 
faisons passer le plan xOy par le point considéré de la ligne 
géodésique. On a 



(') On peut arriver immédiatement aux formules (12) et (11) de la ma- 
nière suivante. En exprimant l'égalité des cosinus des angles formés avec 
les axes par la normale principale à la courbe et par la normale à la surface. 
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ei, pour le rayon de courbure en (r, j) de la section méri- 
dienne, 

d'où, en le reportant à réquation(i2), 



jr = const. 

Donc, en chaque point d'une ligne géodésique d'un ellipsoïde 
de révolution, le rapport du rayon de courbure au rayon de 
courbure de la section méridienne passant par ce point est 
constant (théorème de Gudermann). 

20. Sur une propriété (les lignes géodésiques d' une sur- 
face de reX'oiuiion. — Soient 

OX Taxe de révolution ; 



oo retombe sur les formules (4)» H"^ culratnenl comme conséquence la 
formule (8'), laquelle revient à lu suivante : 



(«) I.. i>. 






En ajoutant les carrés des valeurs {\')i on obtient 

et, en éliminant K au moyen de (a), on retrouve lu relation {n). 
On a maintenant 

<''> P dï = - •" [à' '""'*- 6' '"'^ + C •='"V' 

puis 

I ctD _ I /rosa ^/rosa cosjl r/cos^ cosy ^rosyX 

— _ . . I __ cosa -+■ ,- cos3-l — cosY) 
4 \a* 0* c* ) 

ou, en éliminant K au moyen de (a), 

En ajoutant (6) et (c) et intégrant, on arrive à la formule (ii). 

VII. 6 
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m rinlerseclion d'une ligne géodésique déterminée avec une 

courbe méridienne quelconque; 
R' = //î N la portion de la normale à cette courbe limitée à Oy; 
R le rayon de courbure de la même courbe, considéré comme 

positif ou négatif selon qu'il sera dirigé de m vers N ou en 

sens inverse; 
a Tinclinaison en m de la ligne géodésique sur la méridienne ; 
Ox un axe compris dans le plan jN/ai perpendiculaire à Oj, 

Torigine pouvant être choisie à volonté; 
p le rayon de courbure de la ligne géodésique dont le signe 

déterminera le sens. 



(I) 



Nous avons d'abord la formule connue 

cos'a 8in*a __ i 



Nous considérerons la ligne géodésique comme étant dé- 
crite par un point m assujetti à rester sur la surface sans être 
sollicité par une force extérieure. La vitesse V du point, qui 
est constante, se décompose en deux autres : Tune, Vcosa, 
suivant la méridienne ; l'autre, Vsina, suivant la tangente au 
parallèle. Comme la réaction normale de la surface est la seule 
force à laquelle m est soumis et que sa direction rencontre 
Taxe Or, le principe des aires s'applique à la projection de m 
sur le plan du parallèle, et l'on a 

Vsina.^ = const. 

OU 

(•>.) .r sin at = const. A-, 

la constante k étant déterminée par les valeurs Xoy ao de Xy ol 
qui correspondent au point de départ de la ligne géodésique. 
En éliminant a entre les équations (i) et (9-), on trouve 

^^^ ir^*'(iT'-R) = 7' 

d'où l'on déduira p. 
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Application aux surfaces de révolution du second degré : 

X^ Y^ 

1® Ellipsoïde, — + Vj = '• — On trouve facilement 



d'où 



I 



a^b^ 



H 1 



R "" ÏÏ' "" ^^ 



Si Ton élimine j2 au numérateur de (c) au moyen de l'équa- 
tion de Tellipse et que Ton ait égard à la valeur (a), on trouve 

R' R ~ ~' T TTT? "^ "* S 

En portant cette valeur dans Téqualion (3), il vient 
ce qui est l'expression du théorème de Gudermann. 

Or 

1"* Paraboloïde, — Si Ton pose -r =/?, que Ton porte la 

valeur de b déduite de celte relation dans la formule (4), que 
I on fasse ensuite a^r^ya, p restant fini, on trouve 

3*» Hyperboloïde à une nappe, — — *^=:i. — Il faut 

remplacer 6^ par — b- dans les formules (a) et (6), puis K 
par — R, et l'on obtient facilement 

4° Uyperboloïde à deux nappes, — ^ + ~ = i. — Il 
suffira, dans la formule (4)> de remplacer a^ par — a^. 



«4 
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Ainsi donc, le théorème de Gudermann s'étend à toutes les 
surfaces de révolution du second degré. 

La formule (3) conduit à des résultats intéressants quand 
on suppose que la surface est un tore ou qu'elle est engen- 
drée par une cycloïde, une chatnette, etc. 

21. Équations en coordonnées cylindriques du mouve- 
ment d'un point matériel sur une surface. — Soient {Jig. 5) 







Ox, Oj, ()z trois axes rectangulaires fixes; 
r = mV la distance du mobile ma Oz: 
n la projection de m sur le plan xOy\ 
') Tangle nOjc; 

m\\, n\\ les prolongements de 1/w, O/i; 

nï In erpendiculaire en n à On menée dans le sens de 
r froissement de 6; 

H, . , Z les composantes suivant /tU, wT, Oz de la force ex- 
térieure qui agit sur /// ; 



(I) 



F(r, 0, c) = o 



réquation de la surface; 
N la réaction de celte surface sur ;;/ ; 
/, /;/, n les angles formés par la direction de N avec nlX, 

wT, OZ. 
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On a, pour un déplacement virtuel de m sur la surface 

N cos/.ô/* -f- N cos/w./oO -H N ces//. 03 = o 

ou 

cos/.or -f- cosm./* oO -+- cos/i.or — d. 



On a d'ailleurs 



Or c/0 (^3 



En comparant entre elles les deux dernières équations que 
l'on vient d'écrire et en posant 



on trouve 

, 1 dV I ()V I dF 

A ôr \r ô^ A dz 

On a d'abord 

(v ) -7-T = Z 1- N cos//. 

a/ 2 

En prenant les moments par rapporta Oz, on trouve 

77/ 

( s ) — ; — = (T -r N cos///)/*. 

lit ^ ' 

Enfin réquation des forces vives donne 

î d fdr^ ,rfO« dz^\ ^dr ^ d^ ^dz 
iàdt\dti dt^ dt^J dt dt dt 

OU, en développant et en ayant égard à la relation (2), 

€lr tt^r d^/tmdr d*^\ ^ dr ^ rfO ^. dz 

-j- -j-T -^ ^ T \ -i — 7- '^ ^ -TT = R j- -+- Tr -7 N cos// -j- • 

df dt^ dt\dt dt dt^ J dt dt dt 

Si, dans cette équation, on remplace Tr par sa valeur dé- 
duite de l'équation (3), on obtient 

dr d^r dO^ dr ,, dr ^. / r/0 dz\ 

-J- -j^rz — r-Ti -r — R-T ^ [r cos/// ^ ■ ■+- COS// -77 ) 

dt dd^ dt^ dt dt \ dt dt j 
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ouy simplement, 

(.1) .^_=R.i.,__^Nc09/. 

Dans le cas où la force extérieure dérive d*un potentiel ^F, 

on a 

()^■ âw ()w 

Or 0\i Oz 



d'où 



or r o^ Oz 



ot à Tune des équations (2), (3), (4) on pourra substituer la 
suivante : 

dr^-\-r^d^^-^- dz^ 

(4') V*= ----—2^t ^ 2W-^consl.C. 

Soient 

ds =^ ^7{r^~-^'ri'dhï~^dzi 

l'élément d*arc de la trajectoire de m; 

dr ^ r/0 dz 

C08a= -;-, COSS — r-j-i COSY — -.- 

d.s' ds * ds 

les cosinus des angles formés par la tangente à celle courbe 
avec les directions de R, T, Z. 

En faisant dans les équations (2), (3) et (4) 

dz -, d(ï -, Q dr ., d _. d 

dt " dt ' df ' Ut d.s- 

ces équations deviennent 

V* .—- -H V -7- COSY = Z -i- N cos«, 

dx dx ' 

v' — 7—*- -t- \ -7-cos3h cosacosS =T-+-N cos/w, 

dx dx ^ r ^ 

V - — j h V -7- cosa cos' S = R -i- N cos/. 

ax dx r "^ 

Soient X|, |ui|, vi les angles formés par la composante géo- 
désique de la force extérieure avec les directions de R, T, Z. 



BX 
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Si l'on remarque que 

COSaCOsXi-f-COsP COSfli-4- C08YC0SV, = o, 

cos/ cosX,-4- co8mco8fii-h eos fi cosvi = o. 

on obtient, en ajoutant les équations ci-dessus respectivement 
multipliées par cosv,, cosfx,, cosAi pour Téquation complé- 
mentaire, 

... / > r/cosa rfcosS r/cosY\ 

\ * ( cos Ai — > — -+- cos fxi — h cosv, — ^ — ' ) 

\ as ' U.S' as I 

ys 

-T (cosxcos|Jii — cospcosX,)coSfi = RcosX,-i-Tcos;ji|-!-Zcosvi. 

Le n** 18 nous donne 

cos;ji|= cos/ COS Y — cos/i cos a, 

cosXi = cos« cosp — cosw cos Y, 
d'où 

cos a cos jAi — cos p cos X , 

— - cos// ( cos' a -h cos* p ) -f- cos Y ( C08/72 cos 3 -r- cos / COS a ), 

et, comme 

cosmcos^ -H cos /cos a = — cos// cos y, 

l'expression précédente se réduit à — cos/i. L'équation com- 
plémentaire prend ainsi cette forme relativement simple 

i^r^l \ (ICOSOL rfC0s3 dC08y\ V o 

) V* COSA, j h COSUi h cosv, — -, — S- COS// cosp 

< 5 ) / \ as ^ ds ils I r 

\ = H cosX,-i-Tcosfii-i- Zcosv,. 

^2. Mouvement cVun point matériel sur une surface de 
révolution, — Soit Oj Taxe de révolution. L'équation (i) se 
réduit à la forme 

(T) F(>,3) = o, 

et Ton a 

m = 90**. 

Comme on n'a aucun intérêt à calculer N, il suffit de con- 
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sidérer les équalions (3) cl (4') qui deviennent 



0) 



(6) 

en posant 

dt 

On obtiendra l'équation complémentaire en éliminant ck) entre 
les équations (6). 

Si la force extérieure rencontre constamment l'axe 0-3 ou 
si elle reste parallèle à cet axe, on a 

et la première des équations (6) devient 

A étant une constante. 

Dans le cas où le mobile n'est soumis à faction d'aucune 
force extérieure, la seconde des équations (6), eu égard à la 
valeur ci-dessus de w, se réduit à la suivante 



I fdri dz^ \ ^ „ 



qui, jointe àTéquation (i'), déterminera les lignes géodésiques 
de la surface. 

23. Moiwenieni sur un héUcohle gauche d'un point 
soumis à V action d'une force perpendiculaire à l'axe Oz et 
fonction de la distance r à cet axe. — Le potentiel ^'{r) sera 
positif ou négatif, selon que la force sera répulsive ou altlrac- 
tive. 

En désignant par /e une constante donnée, on a, pour l'équa- 
tion de la surface, 

d'où 

C0S/=O, COS/W = r» COS// = T* 

rA A 
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Les équations (î) el (3) devicnnenl 



// duy 

dt 


— 


N 

a' 


dtxir'^ 
dt ~ 




N// 

• 

A ' 



d'où, par rélimlnation de N, 

d.if^ir- ■- h^) = o. 

et, en désignanl par A une conslanle, 

l/équation ( j), mise sous la forme 
devient 



( pi -f ir- 



d'où est fonction de r par une quadrature. 

(;; 
En supposant ^K = o et posant — ^ = B, on a, pour l'équation 

différentielle des lignes géodcsiques de l'hélicoïde, 

/n — -i- ^^^ 



v/[B(r*-;-//«) — iK>-T-//2) 

dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques. 

2i. Développements en séries des formules du mouve- 
ment du pendule conique, — Soient 

/la longueur du pendule; 

B l'angle qu'il forme, dans une position quelconque, avec la 

verticale; 
9 l'angle correspondant formé par le plan du pendule et de la 

verticale de suspension avec la position qu'occupait ce plan 

à l'origine du temps; 
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Oti récarl inilial du pendule par rapport à la verticale, et qui 

est censé un maximum; 
Oi le minimum de 0; 



tr 



Nous avons trouvé au n° 27 du Tome I, p. 180, 

r/ cos 



(1) dt^-r. 



i -f- costtocosHi 



i'^) 



^ V'^t/ (C'OSO — COS6o)(COS0, — CO80)(cO88 H -. jr- 

; , , /- sinOosinOi dt 

i d^ — hJ'x "^_ - - - -.---r 

) * V"'cosOy-:-cosO, ^'"'^ 

\ v^7VcosO„-f- cosOi \i -^ cosO I - cosO/ 



Posons 



/ cosO — cosOo cos'4' -i- cosOi sin*<}/ 
(3) I 

= - [cOSOo-^- COsOi— (COSOj — COS0o)COS24'], 



v|; étant une variable croissante que nous substituerons à 
Nous remarquerons d'abord que nous avons 

' = 60 pour <V — o, -, i-, . . ., 
I — Oi pour 9 = - , - -. - ?:, 



Nous avons ensuite 



cosO — cosOo r^ (cos 61 — cosOo) sin*^'» 

cos 81 — cosO — (cosO, - cosOq) cos'^'» 

^ i -h cosOoCosOi 



^^) \ cosOg-i-cosOi 

_i-^ \ cosOo cosO| -i-cos'Oo-^- cos'Oi — (cos'Oi — cos*Oo) cos 9.4^ 

2(COS0oH- COSOj) 

rfcosO = iCeosOj — cos8o)sin4'COS<Vc?4'- 
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Si Ton pose 

.gv .. _ O OSfto-^COSOi 

~ •>. -^- 4 cosbo cosO, -r- cos^Oo -H cos*(Ji ' 
la formule (i) devient 



(7) dt=jyy\-=^ 



( COS 1 — C06 Ôo ) COS >. <}/ 



Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, en fai- 
sant varier cosdo» cosdf, la fonclion M atteint son maximum 

-yS pour cos6o=cosôi= rv'3> de sorte que la valeur de 

cette fonction est toujours inférieure à l'unité. 
Si nous posons maintenant 

( cosOo — I — r/o, cosOj — I — //,, 
(tt = r/o^-^/l, K* — a^,^ — al, 

la valeur (7) prend la forme 

(9) ,/, =. I /M ^^L=== . 

En posant encore 

( 10 ) N = V 9, Al :=r-- --—. <» 

y/cosOu-f- cosOi 
l'expression (2) prend aussi la forme 

(II) r/cp = N --\ ,7 ) ,-- — - ' 

\i--cosO iH-cosO/^,__\i4,cojj,^.», 

Si Ton pose 

i.3.5...(7« — i) M'* 

I . 2 . 3 . . . // 1" 

on a 

(i3) (i — M<'cos24'r*= I -»- 2|A,,i'"cos'»A'^, 



1)2 
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OU, en remplaçant les puissances de cosa^' P^'' leurs expres- 
sions en cosinus d*arcs multiples de '2^, 



(i4) 



( I — M i' cos 2 ^ ) - — S,, Vn <•' cos in^, 



en prenant 



Po=-- I 



(f5.) / 



Pi- 



P.= 



P3- 



P4- 



I 3 5 

-4- - Aï <•*-+- - .\4<'«4- - Ac<''' 



- As-^ - Avc--^- i-^Afii'*— . 

2 2 i2 



■ • • « 



7 '*^3 "^ TT '^5*'' ~i- r ' •'*"* 
4 in Oi 



- Ai^-- A6<'- 
o 10 



Pr — J-. \- -U A A- 4.1 _|_ 

16 (14 



En ayant égard au développement (i4)> la formule (9) 
donne par Tintégralion 



(16) 



/=?v/m(poO.-*-.^2,7^"s^"'^'''}') 



Si nous désignons par r et T les durées respectives du pas- 
sage d'un maximum de au minimum et au minimum sui- 
vant, correspondant si l'on veut à ^ -r -, «^ = z, nous avons 



(17) 



-j /M- 



T = 2 T. 



Occupons-nous maintenant de langle azimutal 9. Nous re 
marquerons d'abord que 



(18) cosO = I — rtocos'4' "~^i sin*'i' = I — . (w -+- <'C0S2^}/). 
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et nous aurons, en ayani égard à la formule {i3) el effeciuani 
une division, 



~ «0 cos*^' -T- «I sin*<!/ i' ^i , tf 

^ ^ COS'2 6 -f- 

«0 cos*y -+- rti s»i*y i' ^di 
I « / // \ '*-* 

X I COS«~* 2'|» — COS"-* 2'^^ -T- ... H- ( - 1 j"-* ( - 1 



( 



-.■©■ 



eosau/ -+- - 



Si l'on remplace les puissances des cosinus par leurs valeurs 
en fonction des cosinus des arcs multiples de 2^, el si Ton 
pose 

Qo= liXt — XtU. . .) H- (A3— \\U -r- A5«- — . . .)*^* 

-r- - (As — Ae^-f-. . .)w^~ " (A7-- A9W-4-. . .)^'^-^ 

2 4 

3 5 

Oi = 2(Aj — A3« -1-...)-^- -(A* — A5W -+-... )i'--- - (As — A7W ~...)f^-h..., 

2 :\ 

Qi= Aj— AiMH-.. .-- ( As— AôM -T-. . .ji^'-i — - (A7— Asa-i. . . )i'^-h. . ., 
Q3 = - (A^ — A5W -h. . .j — -r ( Ae— At" -1-. . .)w*-t-. . ., 

mm (^ 

Ov= 7 (As— X^u^,. .) -f- - (A7— AswH-. . .)t'--f-. . ., 
i o 

on obtient 



, . , (i — cosOjv^i — .MWC0S2<!/ 

= — — -i— îi r— , -t-Qo-+-:i:,0/it'^cos2//4/ 
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On a maintenant 



(I 



(l -h2:tA„l'"C0S«2<}/) 



■+■ COS ) /l — Mi'COS'2 4' 



Si Ton pose 

i 7.» 

Ri 
Ri 
Rj 



(îOI 






-r- ( ■>. -r-7,4''-t- -7.l"-l--;y,<'*-^. . 

4 — w \ '-' a '-' 4 '-• / 



•) 






2 _u 



. K 



l 



= -r^,{''-'*\v'^---}- 



il vient 



( I -+- COS ) y/T^ M V COS 2 ^ 



~ = RoH- S,R^i>«C0S2/r^. 



En ponant les valeurs (a) el (a) dans la formule (n), on 
trouve 



d'oii 



(21) < L 



arc tan 



i^lv^'^^^gO 



(Qo-hKo)}-+-7 > (0«-+-K/i) • 

2 ^^i n J 



Soient 91, 92, 93» ••• les valeurs de 9 correspondant à 
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t: 3 

d; = -> 77, -::, . . . , c'est-à-dire au premier minimum de 9, au 

second maximum, etc.; on a 



?1) <?3=3cpi, .... 



?i = N- —= hQo-hRo , <?j = 2ï 

Il suit de là que la différence des azimuts d'un minimum et 
du maximum suivant est constante. 

Cas de faibles écarts, — Supposons que Oo soit assez petit 
pour qu'on puisse prendre les puissances de 6 d'un degré su- 
périeur au second. Nous aurons 

COSOo — I -y COsOi — I -9 

2 2 

cos»eu = 1—03, cos»Oi -^ I — 0», 

Aï ftî A2_i_Aî 0* 0' 

€ïo = — 9 <7i = — ) U — J i' — » 

'11 2 2 



/M.^l[.+ ^j(Oî^-eî)]. 



La formule (i6) se réduit à 

/=îy>ï[^Po^-f-ip,(0;-ef)sin2'^j. 

Les formules (i5) donnent, au degré d'approximation con- 
venu, 

p„ = ,, ri = A,; 

d'ailleurs, d'après la formule (12), on a Ai= — ; par suite, 



(22) 



j '=|v/M['>+g(05-ef)9in>.4.)] 



TC 

On déduit de là, pour ^ = ~t 



'-â(-'-^')=?\^^(-'-^) 
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Nous avons maintenant 

OoO, 



'5 = 



firV ^^^^^"^' (ôÔ ^^"Sl') -r-^Oo-t- Ro)'H 



On devra faire, clans cette formule, 

^0 = '^Ai = M = - > Ho = -; = - > 

4 4 — u i 

et Ton aura, par suite, 

(•>3) ^ = arc tang(|j^ langui -f-g0o6,^. 

L*équation (3) donne 

02=0Jcos2^-T-0Î8in«'^;, 
d'où 



/O* 0* 

On déduit de Téquation (22), aux termes du second ordre 
près, "^ = ht, valeur que l'on peut substituer dans le second 
terme de 9, et Ton a aussi 

arc tang f ^^ lang^/ j -4- - Oo 0, ht. 
Si Ton pose 

Cj' = o 

8 

il vient 



■i/ ^= 



cp'=c>-^OoO,Ar, 



/OJ-O* 
tant'© — - K — • 



d'où, en élevant au carré et représentant par r le rayon vec- 
teur /O de la courbe décrite par la projection horizontale de 
Texlrémité du pendule, 

(.5) r^= '*-2''î 



05 siu«'^'-i-0}cos*cp' 

Soient A| la projection horizontale du point de suspension ; 
k\xwx\ axe, dans le plan horizontal, se mouvant dans le sens 
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du mouvement avec la vitesse angulaire |/rdo^i; l'équation (^5) 
sera celle d'une ellipse dont A| sera le centre et Atx la direc- 
tion du grand axe. Donc : 

En projection horizontale, la masse terminale du pendule 
décrit une ellipse qui tourne uniformément autour de son 
ce ntre et dans le sens du mouvement pendulaire avec la 

vitesse angulaire constante ^o^i l/^- 

A la fîn d*une révolution elliptique, le déplacement angulaire 

de l'ellipse sera sensiblement t^Ôo^i \/ y 2:ri/- = -y-9o0i 
et sera ainsi indépendant de la longueur du pendule. 

25. Influence de la résistance de rair sur le mouvement 
du pendule conique, — Dans les oscillations elliptiques du 
pendule très peu écarté de la verticale, on observe que le grand 
axe diminue progressivement, ce que Ton ne peut attribuer 
qu'à la résistance de l'air. 

En supposant que 60 et 0| se rapportent à Tétat initial, le dé- 
placement angulaire du grand axe à la fin de la première ré- 
volution elliptique sera, à très peu près, f7r9o9i. 

Mais, dans la révolution suivante, par suite de la résistance 
de l'air, les écarts maximum et minimum seront devenus 
S'o < ^0, 0\ < 9|. Comme le mouvement du grand axe est rela- 
tivement lent, on peut en faire abstraction dans le calcul de 
Ôq, 0\ , et l'on retombe alors sur la question du n° 2, où Ton a 
vu que la résistance ne modifiait pas la position du grand 
axe. Le déplacement angulaire du grand axe du commence- 
ment à la fin de la seconde révolution elliptique sera \tiO'qO\, 
et ainsi de suite. D'après le numéro précité, les valeurs de 
^0— ô'oj ^1 — 6'i sont affectées du fadeur /, de sorte que le dé- 
placement du grand axe diminuera d'autant plus rapidement 
que le pendule sera plus long. 



>efl« »■■ 



VU. 
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CHAPITRE IV. 



DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 



26. Équation générale de la Dynamique, — Soient 

m, m\ ... les masses des élémcnis matériels d'un système; 
(j?, r, ;;), (x\ x\ c'), . . . leurs coordonnées rectangulaires; 
r la distance mm'\ 
mm'f{r) Faction mutuelle de //?, //?'. 

Un certain nombre des points m, m', . . . peuvent cire assu- 
jettis à rester sur des courbes et des surfaces fixes qui don- 
nent lieu à des réactions normales. 

Le point m peut être considéré comme libre, en le suppo- 
sant sollicité par la résultante X -h Y -+- Z de la force exté- 
rieure qui agit sur lui, des actions moléculaires qu'il reçoit des 
autres points //?', /w", ... et de la réaction de la ligne ou sur- 
face fixe sur laquelle il peut se trouver, et Ton a 

(l^.r _. r/*)- _ (i^z 

f//* (it^ (it^ 

(loncevons un déplacement hypothétique ou i^/Wm^/ infini- 
ment petit et arbitraire du point m, et dont nous désignerons 
par ox, ojTy èz les projections sur Ox, 0/, ()-. 

Nous avons 



/v ^''•''\- /v ^'V\- /y '''-i- 



o. 



Si nous ajoutons ces équations aux équations semblables 
établies pour tous les autres points nïatériels du système, 
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t 

nous aurons, en atlribuant au symbole V la signification de 



somme 



,„2[(x-«'^)î.+(v-„,5r)a..(z-,„Sf)8.]=,. 

Si les déplacements virtuels sont tangents aux lignes et 
surfaces fixes, les réactions normales de ces obstacles dispa- 
raissent dans les Xôjc, Yôj, Ziz. 

En remplaçant, dans Téquation (i), les déplacements vir- 
tuels àxy ijr, Sz par les déplacements réels dx, dy\ dz, Téqua- 
lion (ï) devient 



ou 



Si r désigne la vitesse de m à Tinstant / et ro la vitesse ini- 
tiale, réquation précédente donne 

la limite inférieure de l'intégrale se rapportant à ia position 
initiale du système. L'équation (2) exprime que, pour deux 
positions successives du système, /e demi-accroissement de 
/a force vive est égal au travail total des forces extérieures 
et moléculaires. 

Si le système est composé de corps solides réagissant les 
uns sur les autres, le travail des actions mutuelles intérieures 
sera nul pour chaque corps, et le travail moléculaire se réduira 
à celui des actions mutuelles développées au contact des 
corps, c'est-à-dire à celui du frottement dont on fera abstrac- 
tion. Dans ces conditions, le second membre de Téquation {*>.) 
représentera uniquement le travail des forces extérieures. 

Kevenant au cas général, l'équation (^) ne sera utile, au 

point de vue analytique, que si^(Xrfr -f- \ dy -hZdz) est la 
différentielle d'une fonction de Xy y, z, x\y' ^ z\ . . .; mais il 
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suflîl qu'il en soil ainsi pour les forces extérieures, puisque le 
travail moléculaire élémentaire V m /w'/(r)rfr est une diffé- 
rentielle exacte. Soient donc l; la fonction dite des forces ou 
appelée polentiely h une constante dépendant de Tétat initial 
du mouvement; nous pourrons écrire 

(3) y/w«=iU-i-/i. 

Il est d'ailleurs évident que Ton a 

27. Èqualions du mouvement d'un système à /taisons, — 
Soient n le nombre des points m, m', m'\ ...; k<^Zn le 
nombre total des équations des lignes et surfaces fixes. 

On peut combiner entre elles ces équations de manière à 
en obtenir un même nombre, mais chacune des dernières 
pouvant contenir les coordonnées de plusieurs points. Pour 
plus de généralité, on supposera que les équations, dites de 
tiaisons, représentées par 

( 5 ; Li = o, Lî = o, . . . , \.k = o, 

euvent renfermer les coordonnées de tous les points du 
système. 

On ne considérera que des déplacements virtuels situés sur 
les courbes et surfaces fixes, c'est-à-dire compatibles avec les 
liaisons. Comme Téquation Li = o doit être satisfaite par 
X -h oXj y* H- dy\ z -h oz, x -\- ox', . . . , on a 

-- o.r H ■ •-- 0)- -h -—^ 03 -H — T oa- -i- . . . = o, 

' 0.C Of " ôz Ox 

et, de même, 
(6) / dU . 

-^— o.r -H — o, 

ox 



î 



\ 



-T— ^•>r H — o. 

ÔX 
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En portant dans Téquation (i) k des variations hx^ ..., 
exprimées au moyen des équations précédentes en fonction 
des 3/1 — k autres qui resteront arbitraires, on égalera à zéro 
les coefficients de ces 3n — k variations; on obtiendra ainsi 
3n — /r équations entre x, jr, z, x\ ..., qui, jointes aux 
k équations (5), permettront de déterminer les coordonnées 
en fonction du temps. Les 3n équations seront donc celles du 
mouvement. 

Mais on peut s'affranchir de la considération des variations 
par le procédé suivant : ajoutant l'équation (i) aux équa- 
tions (6), multipliées respectivement par les coefficients indé- 
terminés Xi, Xa, . . ., X*, et égalant à o les coefficients des d, 
on obtient les 3n équations 

dt^ âx âx ' 

(7) { „ rf»3 . du 



Les coefficients X|, Xa, . . ., >.* se détermineront au moyen 
de k de ces équations, et, en portant leurs valeurs dans les 
autres, on obtiendra 3n — k équations en x, y, z, x', ..., 
qui, jointes aux équations (5), donneront celles du mouve- 
ment. 

On peut supposer que Ton n*a que 3/i — A* équations entre 
autant de coordonnées, les k autres coordonnées ayant été 
éliminées *u moyen des équations (5). L'intégration de ces 
3/1 — fr, qui sont du second ordre, introduira 2(3/i — /r) con- 
stantes arbitraires, que Ton déterminera en exprimant que, 
pour t=^Oy les coordonnées restantes et leurs dérivées par 
rapport au temps ont des valeurs données; c'est ce que Ton 
appelle les conditions initiales du mouvement. Le problème 
étant censé résolu, les li seront déterminés. 

On peut mettre celles des équations (7) qui se rapportent à 
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m sous la forme 



(''-'■S)-'»S-'-»- 



-f- . , , = o, 



-4-, . . = o. 



De celle manière, on voil que la liaison L,=:o produil le 
même effei que si m élaii soliicilé par la force exiérieure 



el il est facile de reconnaîire que celle force de liaison esi 
normale à la surface représenlée par Téqualion Li = o, dans 
laquelle les coordonnées x^ j, z sonl seules considérées 
comme variables indépendantes. 

28. Théorème d'Hamilton, — Soient 

/Hy ntif ... les masses d'un syslcme à liaisons; 
Xit Vif Zi les coordonnées de nu à Tinslani t\ 

T= ^ 2^^ (-^ "^ ^ "^ Ji^l ^^ ^^"i^-^^^<^^ ^^v® ^" sys- 
tème; 

U le poleniiel; 

ta, ti deux époques déterminées pour lesquelles les coordon- 
nées (xij ji, Zi) ont des valeurs également déterminées. 



Si l'on pose 



S=/ (T-^-U)^f^ 



il s'agit de démontrer que, pour des variations des coordon 
nées compatibles avec les liaisons, on a 3S = o ou 



(8) 



f '(oT-+-oU)r// = o. 
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Nous avons 

^ /dx ^ ^y js .^-»^\ 

=2"' [di '^ "■'' ^ ai '^ "-^ -^ di ^"'r 

Or, en intégrant par partie et se rappelant que, pour / — ^o> 
t^zti, la variation èx est nulle, on a 



r''dx,. r'^dKr^ , 

/ -7-rtox = — / —f—axdt; 



donc 



par suite, 

quantité qui est nulle, en vertu de Téquation du mouvement. 

29. Équations du mouvement, dues à Lagrange, dans un 
système quelconque de coordonnées. — On peut supposer 
que les v coordonnées rectangulaires indépendantes sont ex- 
primées au moyen de v autres variables u^ //i, ..., 2/v-i au 
moyen de relations qui pourront renfermer /; par suile, toutes 
les coordonnées rectangulaires pourront s'exprimer au moyen 
de {/, i/i, . . ., «v-i et de t, 

^. , du , du. 

^\ nous posons u =-77' //| = — ,t^» •••> nous aurons 



dx Ox Ox du Ox dui 

dt Ot ' Ou dt ' Ou^ dt '^" 

dx _ 


Ox Ox , Ox , 
Ol Ou Ou\ 


dt 


• » 



et nous voyons, par suite, que ï est une fonction de u, 
i/i, ... et de u\ u\f — ' 
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il vient, en remarquant que U est indépendant de u', par suite 
de/;, 

réquation (/), eu égard à la preniière des formules (e), et la 
seconde de ces formules deviennent, en supprimant la distinc- 
tion entre h ei d devenue inutile. 



(lO) 



/ dp _ r)II 

l dt "~ Ou ' 


du OU 
dt "dp' 


J et, de même, 




1 dpi _ ô\\ 

I dt ~~ Out' 


dut àU 
dt ~ dpi ' 



Soient ou et dp deux variations arbitraires. On a 

du^ dp^ àU^ dll. 

et toutes les équations (lo) sont comprises dans la suivante 

V /du ^ dp ^ \ \^ /on ^ (^IK \ ;.„ 

Mdt'p-'dt''')==z[^"^'^ôii'v='^ 

ou 

(]es formes, dites canoniques, sont surtout utiles dans la 
théorie des perturbations des planètes. 

31. Équations du mouvement d'un système matériel en 
^coordonnées spliériques, — On a 

j^ = rsinB coso, j = /• sinO sino, 3=rcosO, 

€t les équations de Lagrange prennent la forme 

dt Or' Or ~~ Or 

d OT ^JT _ oy 

dt oÇ'" oa ~ 56 ' 

d àT^OT_ OU 
dt Oo' Or^ Or^ 
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D'autre part, 



T-JS» 



dt^ 
= ^ Vm(r'«-f-r«0'«-4-/-«sin«0.o'»;, 



d'où 



et les équations ci-dessus deviennent 

d^r ^« . ,^d%^ I f)U 

-, - — /• -7— — rsin*0 -tV = - 3-» 



K\'X\ i dt 



r// \ {it / dt^ m r>0 

dt \ dt I m fJo 

En supposant cp constant, on a les équations du mouvement 
d*un système de points dans un plan. 

Considérons le mouvement d*un point pesant m sur une 
sphère de rayon / (pendule conique). On a 

U = w^/cosO, r = l. 

La première et la troisième des équations (12) rentrent 
l'une dans Tautre, et ces équations se réduisent aux deux 
suivantes : 

d^f) r/c5* "" do 

dt* dt^ l ' dt 

En éliminant -^ entre ces deux équations, multipliant en- 
suite par dOy puis intégrant, on retombe sur la relation connue 
entre 9 et / (t. I). 

32. Équations du mouvement d'un point matériel en 
coordonnées curvilignes orthogonales. 

(a) Avant d*aborder la question, il nous paraît utile d'éta- 
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blir les formules qui se rapporienl au système de coordonnées 
dont il s'agit. 
En désignant par p, p,, p2 trois paramètres arbitraires, soient 

(l) p = ^(.r,J,3), p,=:i,(x,J, 3), pJ=iî(j-,7,3) 

les équations de trois séries de surfaces orthogonales qui, par 
leurs intersections, peuvent servira déterminer tous les points 
de l'espace; 

(a) x= .f(p, p,,pj), j = Jj(p, p,,Pj), 3 = rf,(p, p,,Pj) 

ces équations résolues par rapport aux coordonnées rectan- 
gulaires. 

Nous emploierons les symboles b, ô pour défînir les diffé- 
rentielles partielles qui se rapportent respectivement aux sys- 
tèmes (i) et (2). 

Nous poserons 

(3) /,,=iMTiËrT^. 

^ ^ V ^l^ V* Ï3* 

En désignant par N/ la normale au point {x,x» ^) ^^ ^^ sur- 
face représentée par l'équation -^/(jî, j, ::) = pi, dans laquelle 
Pi est considéré comme constant, on a 

^^^ j cos(N„ X) = i-, g , cos(N,r)=i|', cos(N,.,)=i*^'; 

cos(NV,x)=J-^^ cos(N„r)=J-*^. cos(N,,.)=l/^. 

Si Ton exprime que les deux surfaces p/, py se coupent à 
angle droit, on obtient 

(5) ^ ^li H- ^ ^ ^^li^ ^o. 

En désignant par dm l'élément de la normale N/ limité par 
les surfaces pi, pi-f- dpi, on a 

'«> '"■'=r,(ë^-i'*-S'*)-t- 

Il résulte de là que la distance de deux points définis par 
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les intersections de deux séries de surfaces infiniment voisines 
a pour expression 

'^ " y //* ^ /il ^ //j 

Nous avons maintenant, en considérant pi, p2 comme con- 
stants, 



d'où 



^•^ = 5^^^?' 






mais 



d'où il suit que 



(«) 



-j- = C08(N, j:) = j -f-y 

(in \ 1 / 1^ ^^j; 



et, de même, 



Si Ton porte ces valeurs dans Téquation (3), on trouve 



(9) 



h V i>?r'~ ^v^^ """ 'vr 



En ayant égard aux valeurs (8), les équations (4) et (5) 
deviennent 

(lo) cos(N/, x) = hi — ^ cos(N/, j) = /// y--, cos(N/, z) = hi--\ 
, , dx de dr fh àz ()z 

(il) T- -r h -f- -,— -h - -T- =0. 

(b) Ces préliminaires étant établis, considérons le mouve- 
ment d'un point matériel libre, dont la masse est censée égale 
à l'unité, sollicité par une force dérivant d'un potentiel U. 
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Nous avons, en ayant égard à la valeur (7), 










• • • 7 



et, pour les équations du mouvement, 




d± 



„ Al ]_ àV 
* dp /- à?' 



OU 







f 

\ 


I 


./îp 




^-. 


"r. 






1 


, 




-4- 


__ 




(I 


•0 


F 

* 
1 


//» 


dt* 




c// 


r// 



I ( dz^ //« <oî //? d 



)±\ 



2 \r//* (),5 ^/* (>pi dt* Opi / ,àp 



équations auxquelles nous joindrons celle des forces vives 

//» f//* //] rfr* /l\ dt^ ' 

qui s'en déduit immédiatement, comme cela devait être. 

Si le mobile est assujetti à rester sur la surface p = const., 
les équations du mouvement se réduisent à 

(12') < /'î dt^ "^ dt dt 'i\dt^ dpi '^ dt^ dpj àpC 

i_ d^ jUJ 

h\ dr-^ "" ^ ^W 

//{ dt^ /i\ dt^ 

(c) Supposons maintenant qu'une série de surfaces ortlio- 
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gonales se compose d'un ellipsoïde el de ses hyperboloïdes 
homofocaux à une nappe et à deux nappes, représentés res- 
pectivement par les équations 



X* r 



— r-- -h -: r = I. 



p* ' p» — 6* p* — r* 

PÎ pf — />* <'*— PÎ 

dont on déduit les suivantes, 

,. . ) . __ (p«-^/>M(p?-/>^)(pl-^*) 

__ (p«-c»}(p'f-r»)(p|-r') 

Ces dernières donnent 
logx* = — log^'f» -4- log p* -H log PÎ -h log pî, 

l0g^«=--l0g(^' — r*)ft»-4-l0g(p' — ^*)-hl0g(pî — ^*)-HlOg(p', — /»*), 

log3» = : 

d*oii, en dKTérenliant, 

rfx = ^-(^p - + ?,-- + ?,--). 

dz= 

Nous aurons, par exemple, 

h^"^ [pv "*■ (pJ— ^2;i "^ (pî-cV)*J' 

ou, en remplaçant — par sa valeur déduite de la pr^?n)ière dei 

r 
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équations (i 4)» 



el, en substituant à x^ et z- leurs valeurs (i5), 

_!_ ^ (?'-p? )(p^-pl) 

et, de même, 
(i6) 

i. ^ (?Î-P')(p î-Pî) 
/'l (pi-^')(pî-^"*)* 

({/) Supposons que le point mobile soit assujetti à rester sur 
un ellipsoïde représenté par la première des équations (i4) et 
qu'il ne soit sollicité par aucune force extérieure. La courbe 
décrite sera une ligne géodésique de la surface (* ). 

Si Ton pose 



= ^"1. 77;; \.^rJ .tv = '"iy 



on a 

Tï ='Wi(pî-pi), ~ =W,(pî-p|). 



/i\ -'"»^ri ri/1 /, 



2 



En substituant ces valeurs, réquation (i3') et la première 
des équations (12') deviennent respectivement 






(') Ce qui suit est emprunté à Liouville {Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, i84'i). 
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L'équation (12''), en ayanl égard à l'équalion (i3") revienl à 



'«i(PÎ-PÎ)î/; 



dt^ 



* 'x^^' P»' dt di "''lûd^''~^^^-J\:^^ 



ou 



^,^[„,-,i,^(/,^*.)../,^f --kî^] „ ^-,îîy. 



ou enfin 



V 1^^^ j^V. 1 . ï/v I ^i^ j ?î — p| 



En multipliant cette dernière équation par ^(pî — p^)-^)!* 
il vient 

î^/^i%(?î-?î)^[(?î-pi)/'^7^] =^:^pî; 

(foii, en désignant par Ai une constante arbitraire, 

La seconde des équations {\i') donne de la même manière 

Si Ton ajoute les équations (ai) et (ai), on obtient 
iPÎ-?î)['«.(PÎ-p|)ijr-'''.(?î-?i)'2]==A,-i A,+ C(pî--pî) 

ou, en ayant égard à la formule (13"), 

C(?î-?î)-A|-i-A,-^C(pî-?î); 

d'où 

Ai = — xXj. 

En posant -^^ = j3, les équations (ai), {a-i) donnent, par divi- 
sion, 

.,^, '"' ''?' - P«~? 

•^ /;*, ^P5 -p-pî* 

VII. 8 



*i4 
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Si Ton remplace a/îi, m^ par leurs expressions, que Ton 
exlraye la racine carrée en prenant le signe — dans le second 
membre pour fixer les idées, on trouve 

ou 



(O 



x/p--p}f/p, 



v/p'-?î<5. 



\Apî->)(c»-pî)(pî-y) /(^î--p|)(c.«-p|)(fi_pr) 



En posant 



(17) A(pî)=/p?(p*-?î.)(^>--pn(^-'-pî)(?-pî), A(p,)=.... 

réquation (c) donne, pour l'équation générale des lignes géo- 
désiques de l'ellipsoïde en coordonnées elliptiques, 



(18) 



/ 



A(pî) 



/ 



(^p«- ?î_) rf(PÎ_) ^ 

A(p|) -«-onsi., 



équation dans laquelle les intégrales sont des intégrales ahé- 
liennes de première classe et de première espèce. 
L'élément de la ligne gcodésiqiie est 



''•' = \/^''?''^^''?'' 



mais l'équation (h) donne 



/'"i 

/??-? 



-7- - - (ipi - 



V ? Pi 



ou, en multipliant par VP7 — pi » 



_!_ <ot _ ^ _ j^ (^?i _ . 



on a donc 



,/v - -I4 / Pî-P l ,/. - - y,-:;r' ?r- pD^pi 
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Il5 



OU _ 

Enfin, en remplaçant mi^m-i par leurs expressions et inté- 
grant, il vient 

J -^(PÎ) J -^(PÎ) 

ct^ff s'exprime aussi au moyen de deux intégrales abéliennes 
de première classe et de seconde espèce. 

33. Application des équations de Lagrange à la solution 
de quelques problèmes. 

I** Mouvement de deux points matériels /;i, /;ii, assujettis 
à rester sur deux droites et soumis à leur attraction mu- 
tuelle mm\ f(r)j en désignant par r leur distance, — Soient 
(figG) 

Fig. 6. 

/ 

/ 

/ 



mx 



t 



X / 

/ 

/ 



Al 



f/ 



/ = AA| la plus courte des deux droiies A m, A/;zi ; 
u=:Am, W| = A/W| les dislances respectives de //?, /Wi aux 

points A, Ai à Tinstant /; 
AK une droite égale et parallèle à A|//7i; 

a Tangle KA/w des deux droiies données. 
Nous appliquerons ici Téquation 



(«) 



(Il Ou' 



àT 
Ou 



Ou 



Il6 UL'ITIÈMB PARTIE. — CHAPITRR IV. 

Nous avons 

U = — w/Wi I f{r) dr, 

à{] - f)r 

Ou i j\ f ^^^ 



r- =- /w i K ~ m K — /* -h //* -+- //} — 'i uux cos a, 

r— =// — //( COS a; 
Ou ' 

par suite, 

0\] f(r) 

-- = — mffii ( // — //, C08 a ) . 

Ou r 

Nous avons aussi 

T=l(,W«+,;ii//i»), 

OT OT 

dû = "' dû' = ''"' • 

d OT du' diu 

dt Ou dt dt* 

La formule (a) devient, par suite, 

/ d*u f(r) . , ,. 

' -^^ --//?, ^^ (// — //, cosa) («) 

(^) ^ et, de même, 

d^ui f(r) . 

_ ^^„i^-j^{Ui — uco^a). 

Ces équations s'intègrent facilement quand Tattraction est 
proportionnelle à la distance. 

2** Moui'ement de deux points matériels m, mi sur un 
cercle, soumis à une répulsion mutuelle proportionnelle à 



(*) On arrive directement à cette équation de la manière suivante. 
La projection de mrn^ sur m\ étant égale à celle de m K, on a 

■-^"^^^ u — M, cos a 

cos m . m A =^ » 

* /• 

par suite, 

d^u -. '/ — ". cos a 



I 



dt' ~ iJ \ ' ,. 
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renverse du carré de la distance r. — Pour simplifier, nous 
prendrons le rayon 0/w = O/Wi du cercle égal à Tunité. Soient 



Fig. 7. 




(fis- 7)«» Wi les angles formés par 0/n, Omi avec un axe 
fixe. Ox, Nous avons 



. Ux — a 
r = 2Sin > 



ôr //, — Il 

— = — cos j 

ou à. 



2 

âr U\ — u 

= COS y 

Oux À 



\] = - 



nim 



1 



— — r- COS y — 



Oit 



r* du 



r* ?. ôux 

T= -(mu'i^mu'f), 



COS 



/'^ 



«1 — w 

'2 






i)T 



Ou 



= 0, 



<^T 



du 



d^ àTT _ d^ 
dt du' " '" dt^ ' 



dl dux 

Wx^"''~dF' 



d dl d^ux 

di ôiFx = "'' 



dt^ 



L*équation (a) nous donne, par suite, 



d^u 



nti Ux — u 



(c) 



dt^ 








L^UI 


ï — 


'A 


d'^Uy 
do 




m 


COS 


«1 


7. 


U 
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Dans le cas où a/i = m i , on voit que 

d'^u d*U\ 

. . - du dtii 

et SI, pour /= 0, on a -7^ = o, —jj- =0, u = x, Ut = T: — a, 

ai ai 

on obtient 

wH- 1/1 = 7c; 

par suite, 



dt^ 4 cos*tt 

En multipliant par du et intégrant, on trouve 

^'HiIjl î_V 

•2 \coba cosuj * 



du^ nii / I 

d'où 




eus a 



Si a, par suite 2/, est assez petit pour qu*on puisse négliger 
a*, 1/*, le mouvement de m est oscillatoire. 

34^. Principe de la moindre action, — Soient (m, a/Ii, . . .) 

un système à liaisons; a?/, j/, z/, (^1= -^^ les coordonnées et 

la vitesse de mi à Tinstant /. 
Nous avons d'abord 

En désignant par /o» t\ deux époques quelconques, consi- 
dérons Tintégrale 

( 2 ) l = I \^mv ds. 

Nous pouvons concevoir que, au moyen des équations du 

mouvement, on ait exprimé f, xî^xî* ^' ^^ fonction de l'une 

des coordonnées que nous désignerons par u. 

„ . dxi , dvi , dzi , 

En posant -1- =^„ ~ =J», -^ = Zi, nous aurons, au 
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lieu des Tormules (i) et (2), 



t-4- v't-4-x'î 



(I ) y m ~ dti^ = 7.U 4- /*, 

On déduit de Téquation (i') 

(3, rf/ = ^ -j^_^^ du^ 

et, en portant celte valeur dans Téquation (2), on obtient 

(4) 1=/ )/{i\]-^h):Lm{.c^-^y^^z*)du= j Qda. 

Si Ton Tait varier l en laissant Wo» Ui constants, il vient ( * ) 



on a 



dx " y 'i[]-^/t àjc ' 

OU, en vertu de Téquation (3), 

,. àQ di OU 

dr au o.r 

ô^''='^di'^- 

On déduit de la seconde de ces formules 

d àQ d dx dt iPx 

' "^ rfa f>x du dt du di* 



(•) Introduction, n*»» 1 et 3. 
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En portant les valeurs (6) et (7) et celles qui se déduisent 
dans la Tormule (5), on obtient 

ou, pour des déplacements virtuels compatibles avec les liai- 
sons, 

01 = O. 

11 résulte de là que, lorsque le système matériel passe d'une 
position déterminée à une autre position également déter- 
minée, et que sa force vive dans la première position reste 
constante^ l'intégrale I est un minimum ou un maximum rela- 
tivement à la valeur qu'elle prendrait si Ton introduisait de 
nouvelles liaisons dans le système. 

Si les positions extrêmes du système définies par Wo et //i 
sont suffisamment voisines, 1 sera un minimum. 

A rinverse, Téquation 51 = o comprend toutes les équa- 
tions du mouvement. On voit ainsi que le principe de la 
moindre action n*apprend rien de nouveau. Cependant il per- 
met de donner rapidement la solution de certains problèmes, 
comme nous allons le faire voir. 

1° Système matériel qui n'est soumis à inaction d'aucune 
force extérieure ou moléculaire. — On a 

^ mv^ = h oi / 5j ""' ^"^^ ~ / Zj ''"'* dt =. /i{ ti — r© )• 

La durée du trajet sera un minimum ou un maximum, 
selon que les positions extrêmes seront suffisamment rappro- 
chées ou éloignées fune de Tautre. 

2® Point matériel qui se meut sur une surface sans être 
soumis à l'action d'une force extérieure, — La vitesse v 
étant constante, on a 

mv ds = mvs, 



I' 



d'où os = o. Donc s sera minimum ou maximum dans les 
mêmes conditions que ci-dessus. 
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3* De la réflexion et de la réfraction dans r hypothèse de 
rémission. — Celle hypolhèse, qui est complèiemenl aban- 
donnée, consîsle à admeilre que : 

!• Une parlicule lumineuse se meul d'un mouvemenl recli- 
ligne ei unirorme dans un milieu homogène el que sa viiesse 
ne dépend que de la nalure du milieu ; 

2" La parlicule resle dans son milieu si elle renconire une 
surface réfléchissanie. 

Réflexion, — Supposons qu'une parlicule lumineuse, pas- 
sanl par un poinl A d'un milieu, arrive après avoir louché un 
plan réflecieur, en un aulre poinl A, du milieu. 

Soienl I le poinl où le plan esl louché par la parlicule; v la 
viiesse de la lumière. 

Nous avons 

Il Tauldonc que Â1h-Â7Ï soit un minimum, ce qui exige 
d'abord que l se irouvesur l'inierseclion PQdu plan réflecteur 
el du plan qui lui est mené normalemenl par la droite AAi; 
car, s'il en étail aulremeni, le chemin ci-dessus sérail plus 
grand que celui qui passe par la projection de I sur PQ. 

Soienl a, ûTi les projeclions de A, Ai sur PQ; /, £i les 
angles que formenl Al, IA| avec la perpendiculaire en I à PQ. 

£n exprimanl que 

— -— j Art Aïoi 
AI -+- Ali ^ — . -^ 

esl un maximum, on trouve 

-— sini ,. sin/i .. 

A (i r-. m -r- A 1 ax — -.- rf/f = o ; 

cos*« COS*/| 

mais la relalion 

^ H- rt| 1 = Aa tang/ -f- Âi«i tang*i = const. 
donne 

-r— di di\ 

\a — 7-. -+- Ai^i --- . = o: 

C08*/ COS*ii 

d'où, par comparaison avec réqualionprécédenie, sin/=:sini|. 
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Réfraction, — Nous supposerons ici que PQ est le plan de 
séparation de deux milieux dans lesquels les vitesses de la 
lumière sont c et i^t et que A| se trouve dans le second milieu. 
£n exprimant que 

-T-r r— z \a Al^l 
<• X Al -f- i'i X Al 1 = <» . -+- Vi r- 

008/ COS/i 

est un minimum, on a 



Aasin/ ,. At^/i sinii .. 
V —7- ai -\- Vt T-: — rfii = o ; 

COS** 008* /i 



mais la relation 



«1 -h «il = Art tang/-i- Ai^t tang/'i = consl. 
donne 

Xiidi Airti ,. 
COS*< 008' *i 

par suite, en comparant à Téquation ci-dessus, 

sin/ _ («1 
siii/i ~~ V ' 

valeur inverse de celle à laquelle conduit l'hypothèse des on- 
dulations. 

35. Stabilité de V équilibre d'un système matériel, — On 
dit qu'un système est en équilibre lorsque les forces qui solli- 
citent chacun de ses points matériels se neutralisent ou ne 
lui impriment pas d'accélération. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut nécessairement que les 
points matériels occupent chacun une ou plusieurs positions 
déterminées. 

Pour des déplacements arbitraires quelconques, on doit 
avoir (26) 

( I ) ^{\ U H- Y 8r -+- Z 03) = G. 

Si l'on ne considère que des déplacements comparables 
avec les liaisons, les réactions des lignes et surfaces fixes dis- 
paraissent dans l'équation (i) et les équations (5) et (7) du 

n*» 27, en supprimant les accélérations --rj-t -jpt •••> feront 

connaître les coordonnées des points /w, /w', m"^ 
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Dans le cas d*un poteniiel U, Téquation (i) revient à la sui- 
vante 

(a) oU = o. 

qui exprime que, pour qu'il y ait équilibre, il faut que les^ 
valeurs des coordonnées rendent le potentiel maximum ou 
minimum, 

La stabilité de Téquilibre consiste en ce que» si l'on fait 
subir aux points matériels m, m', ... des déplacements 
aussi petits que l'on voudra, et si on leur imprime ensuite 
des vitesses ç'o, rj,, ... également aussi petites que l'on 
voudra, les déplacements restent toujours très petits. 

En supposant (29) les coordonnées exprimées au moyen 
des variables indépendantes //, u', . . ., posons 

(3) U = F(«,«' ). 

Nous allons démontrer que l'équilibre est stable si le po- 
tentiel est un maximum. 
Soient 

u -I- xoi '^' "^ Xo> • • • *^s valeurs que prennent m, m', ... lors- 
qu'on a fait subir de petits déplacements aux points maté- 
riels /7î, m'j . . . avant de leur imprimer les petites vitesses^ 

u-hXy ^' -^y^'f •••ce que deviennent les déplacements au 

bout du temps /; 
i', i^', ... les vitesses correspondantes. 

On a 



o jidi''"'*-!;'''^'?) 



( 

= F(«-hy, «'-+-y', ...) — F(a-+-yj,,«'-HXo, ...). 

Si Ton pose 
(5) F(«-f-x, u'-^yj, ...)= F(«, u\ ..'.) — o(y, y/, ...), 
la fonction 9 devra s'annuler avec les x ^U pour que la fonction 

F(^/, //,...) 
soit maximum^ il faut qu^elle reste essentiellement positive 
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pour des valeurs absolues de y, /', . . . qui ne dépassent pas 
certaines limites /e, h\ ... ; Féquation (4) devient 

Supposons successivement dans (p(x, x'» •••) 

y = // et faisons varier y' entre ~ //' et //', y' enlre — //*, //", ..., 
y = — Il » » » 

Parmi toutes les valeurs algébriques que prendra (p(x» • . Ot 
il y en aura une A qui sera plus petite que toutes les autres. 
En opérant de même pour y' = /i', yy.~—h\ on obtiendra 
de même une plus petite valeur A' de cp(x, ...), etc. Appe- 
lons B la plus petite des valeurs A, A', . . . et posons 

réquation (6) devient 

i2/m'^--(B-(:)-4-B-'f(y, y\...). 

Mais on peut prendre les x^ en grandeur et en signes et les i'» 
assez petits pour que l'on ait C<1B. Si donc au bout d'un cer- 
tain temps les variables x dépassaient leurs li mites, il arriverait 
que 

et alors on aurait 



i>rm('S<o, 



ce qui est absurde. Il suit de là que les valeurs absolues des/ 
ne peuvent pas croître avec le temps au delà de certaines 
limites et que, par suite, l'équilibre est stable. 

Soient M la masse d'un système de corps pesants réagissant 
les uns sur les autres; Ç la distance de son centre de gravité à 
un plan horizontal fîxe. On a 

U=M^Ç; 
donc le système sera stable si son centre de gravité est le plus 
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bas possible. Exemples : balance, système d*une manivelle ei 
d'une bielle articulée à la tige verticale d'un piston, etc. 

36. Des petits moiwements d'un système matériel à liai- 
sons. — Reprenons Téquation générale du mouvement 

Soientiii,/i2, . . ., i/viesv variables indépendantes au moyen 
desquelles on exprime toutes les coordonnées x, j, z,x', 

Supposons que, le système étant d'abord en équilibre stable, 
on fasse subir à ses éléments matériels de petits déplacements, 
puis qu'on leur imprime de petites vitesses; ces éléments 
exécuteront, chacun par rapport à sa position d'équilibre, 
une série de petits mouvements que nous nous proposons 
d'étudier. 

Soient 

^0* Xoy 2^0, Xq, ... les valeurs initiales de x, y, - . . ou corres- 
pondant à l'équilibre; 

ai, a2t ' • • celles de //i, u^, • • •; 

//, z=a,H-. ;^^, ii2= oc2-\- Xj' • • • les valeurs des i// à l'instant /, 
les quantités y. étant censées assez petites pour qu'on puisse 
en négliger les secondes puissances; 

fli, bi9 Ci des fonctions de ai, «2, • . . supposées connues. 

Nous avons des valeurs de la forme 



Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (i), on trouve 



(3) 



/ r/*y. </«y. f/*Y, \ 
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ftn posant 



<4) / 



«/ -^ ^/ -^ (^J ): 



/ A/,y = ^m(aiaj-h bjhj-hCiCj). 



Si Ton développe U(ai -+- Xi' ^2 "^ Z2» • •) suivant les puis- 
sances des yj en s'arrêtant aux secondes et remarquant que, 
d'après les conditions d'équilibre, la somme des termes du 
premier degré est nulle, on a 

/Uiai-h/j. «i-H/,, ...) 
<5) < V 1 2 2\daî '-1 f>a} '•« 



I 



H- 2- 

V 

d'où 









L'équation (3) donne par suite, en identifiant les coefficients 
des ôx/, 

rfîy, rftyt ^*/3 

M») ' r/2/ f/«/ ffiy 

£n désignant par p, e, /ii, /22, . . . des constantes, posons 
^7) 7.1 = ^'! sin/p(/-+- £), 7j = //îSinv/?(/-t-e). 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (6), on trouve 

P(A,y/,-A,//, -i-...;-i-^^;-^/M+ — //,4- -o. 
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En éliminant v — i des rapports j^y 7-^j ••• entre ces équa- 

fit fit 

lions, on obtiendra une équation en p du degré v dont toutes 
les racines devront être réelles, positives et inégales, car 
autrement les x« renfermeraient des exponentielles, c'est- 
à-dire des termes croissant avec le temps; mais alors les 
déplacements ne resteraient plus très petits et Téquilibre, 
contrairement à ce que Ton a supposé, ne serait plus stable. 
A chaque valeur de p correspondra un système de valeurs 

déterminées de -r^y -r^y ••• et deux arbitraires hi et e. Soient 

/li ht 

p, p', . . . les racines de Téqualion en p, et accentuons de la 
même manière les constantes correspondantes; le système 
des valeurs 

( y^ = //j 8in/p(/-he)-h//'j sinv/p'C/-^- £')-+-... 

^9) j y^ = /,, sin /? r/-i-e) H- /'',sin /?"'(/ -f- £')-+-... 
• * > 

renfermant 2v constantes arbitraires, sera la solution générale 
des équations (6). 
Les constantes se détermineront par les conditions que 

Xi» Za» •••' "^' "//"' •" ^"^ ^^^ valeurs données pour 
t = o. 

Supposons que les valeurs initiales de chacun des yj, —f:^ 

soient des sommes algébriques et que Ton fasse correspondre 
les éléments de Tune et l'autre série de valeurs. Il est évident 
que y/ se composera de la somme des seconds membres des 
équations (9) établis pour chaque couple de valeurs initiales. 
Les petits mouvements s'ajouteront, ce qui constitue ce que 
Ton appelle le principe de la superposition des petits mou- 
vements. 
Si, dans l'expression de la demi-force vive 

I x:» / dx'i d) « dz^ \ 

r,Z'"[dF-^lïF^dr^)' 
on substitue les valeurs (1) de x, )\ j, a:\ ... et que l'on ait 



128 HCITIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV. 

égard aux notations (4)) on obtient 



i2(»'S--"ï^)- 



En désignant par II le résultat de la substitution dans cette 

dyj dx. 
expression de ///, //y à -^, -~ry on a 

Si P est le résultat de la substitution de /«/, hj à X/> X; ^^"s 
Pensemble des termes du second ordre du développement (5), 
on a 

P = - > ( — 1 //? -h 2 - — T — hihj ] , 

et les équations (8) prennent la forme 
d'où 



= o, 






Mais, comme H et P sont des fonctions homogènes du second 
degré des A/, on a 

d'où 

P 

A des valeurs réelles de p doivent correspondre des valeurs 
réelles des///; la quantité H, par sa nature, est essentiellement 
positive. Pour que les valeurs de p soient positives, il faut 
que P soit négatif ou que la somme des termes du second 
ordre de la valeur (5) soil négative. Il suit de là que, pour que 
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les intégrales (8) soient admissibles ou que Téquilibre soit 
stable, il faut que ll(ai, ao, • . .) soit maximum^ résultat con- 
forme à celui que nous avons obtenu au numéro précédent. 
Si U(ai, «2, . . •) est minimum, les valeurs de p seront né- 
gatives, c'est-à-dire que les déplacements x^ seront représentés 
par des sommes d'exponentielles et ne pourront, par suite, 
rester très petits. Il suit de là que, lorsque le potentiel est 
minimum y réquilibre est instable. 



»>••— 



VII. 



i3o 
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CHAPITRE V. 

SUR LA STATIv?UE DES CORPS SOLIDES ET LES COURBES 

FUNICULAIRES. 



$ I. — Attraction d'an ellipsoïde homogène sur un point. 

37. Conventions, — La définilion de la normale extérieure 
en un poinl d'une surface terminant un volume se comprend 
d'elle-même. 

lu ouverture sphérique d'un cône est la portion de la sphère 
d'un rayon égal à l'unité dont le centre est le sommet, inter- 
ceptée par le cône. 

Soient ( /i^. 8 et 9) 

lig. 8. 




/o 



/ 



.1 



M' un point quelconque de l'espace; 

Ti, r2, ... les rayons vecteurs partant de M', déterminés suc- 
cessivement sur une même direction par une surface fer- 
mée (S); 

N|, N2, ... les normales extérieures correspondantes; 
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rfw rouveriure sphérique infiniment petite d*un cône dont une 
génératrice coïncide avec la direction de ri, Ta, . . .; 

rfffi, rfo"2, • . . les éléments successifs de (S) déterminés par le 
cône; 





«D 



dd un élément quelconque de (S) correspondant au rayon 
vecteur r et à la normale extérieure N. 

Nous ne considérerons que Tattraction qui suit la loi de 
Tinverse du carré de la dislance. 



38. Théorèmes de Gauss. 

I. Valeurs de r intégrale j - — -^ — da étendue à 
surface fermée. 



une 



i ** Le point M' est extérieur à la surface (fi g. S), 
L'élément de l'intégrale correspondant à doi est 



'ï 



/•: 



mais on a 



/•} f/(0 r --- f/j, cosi N, /'l ). 



r\ (fixi 



r 



2 r/f.i - 



La somme ci-dessus devient 

— diM -h f/oj — ... 



et est nulle, puisque le nombre des ddi est pair. 



l32 HIITIÈXE PARTIE. — CHAPITRE V. 

II résulte de là que 



(i) 



/ ai = (>. 

'i'* Le point M' est intérieur (fig. 9). 

Y,n suivant la même marche que ci-dessus, on obtient 

pour réiément de Tintégrale correspondant à rfw. 

Mais, comme le nombre des ddi est impair, cet élément se 
réduit à rfw. Si donc on intègre, pour retendue de la sphère 
dont le rayon est Tunilé et le centre M', on obtient 



n') 



cos(N. r) 



/•cos(N 



di = iTz. 



II. Composante X suivant Ox de l'attraction exercée sur 
le point M' par un corps homogène. 

Première forme : Soient {fig. 10) dx la section infmiment 
petite d'un cylindre, parallèle à Oxy traversant le corps; r la 
distance à M' de l'élément dy^dx du cylindre. 



Fip. 10. 




/-^' 




Nous supposerons, par exception, que les normales N|, 
N2, ... se rapportent aux éléments rf(7i, d^r-i, ... découpés 
successivement, en partant du plan >jOj, par le cylindre dans 
la surface. 
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On supposera que la masse M' est égale à Tuniié, ainsi que 
la densité du corps attirant. 

On a, pour Tattraction exercée par dy^dx sur M', estimée 
suivant Ou?, 

-f- d.r C0S( t\jr)— -L dr 

et, pour le cylindre total, 

. / I I I I \ 

— (('/[ f- ^ . . . ) . 

''\ri ry rv r^ / 

£n remarquant que 

(1/ = — ihi cos(Ni , .V) ■- dit cos(Nî, .r) = — . . . , 

celte expression devient 

[r/j| C08 ( N I , .r ) dii cos ( Ns , .r ) 1 

'i r^ J 

et enfin on a 

en désignant par da^ la projection de dv sur le plan ^'0 j. 

On a supposé sur la figure que M' était extérieur à la sur- 
face (S). Mais il est facile de reconnaître qu'on arrive au 
même résultat lorsque M' est intérieur. Il en est de même 
dans rétablissement de la formule suivante. 

Seconde forme {fig. ii) : La composante suivant Ox de 
Tattraction exercée sur M' par un élément du cône dont l'ou- 
verture est d(ù étant 

r^diodr . j j , 
^ — cosCr, X) = dii) dr cos(r, x;, 

on a, pour le volume découpé par le cône, 

du){ri— Ti -h r^ — r^- -, . .) COs(/', .r). 

Si Ton remarque que 

, r} dto . r\ do} 

d^i r= i-. . d7i n= f- , 



• • • » 
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celle expression devient 

— = ros(Ni,r)-J =cos(Ni, r) -i-. . . cos(r, .r); 

d^oii Ton déduil 

, , X- r "<^^ cos( N, r) cosfr, ./) 
{1) \-/ -. . 

Fig. 11. 



I 









«B- 



.*i9. Expression de Vaire élémentaire d'une surface en 
coordonnées curvilignes quelconques, — Soient 

réquation de la surface; p, q deux variables auxiliaires. 
On peut poser 

la fonction /^ el fi élani choisies comme on l'entendra ; mais 
la fonction 

sera déterminée. 
Soient 

m, //7|, m 2. m II les quatre points de la surface correspondant 
respectivement aux valeurs 



( P^ 7 )' ^ p - dp, q). ( p -^ dp^q-^ dq ), (/;, q -^ dq ) ; 
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d<T Faire du quadrilatère mm^m2inz; 

daz sa projection /i/ii na/is sur le plan xO}\ 

On a 

Pour les coordonnées do // j-, > ; 

Pour les coordonnées do /ii 

: ÙX , ÔX , 

^^,..^-^ dp-,--d,i. 

Pour les coordonnées de //j 

dx , 
Pour les coordonnées do /13 . . . . 

d'où (») 

, l dy àx dx <)r\ , , 

et, de même, 

(3 ) /' 

, _ [àx f)z t)z dx\ , , 
^^ ' \0(j ôp ~ ôq dp) ^ ^^' 

Considérons en particulier Tellipsoïde dont Téquation est 

f! L_ Z! . r! _ 
«« ■'" 7^ "'■ 7^ '" '• 

Celte équation sera satisfaite en posant 

(a) X :=acospj j~bsïnpcosq, z — csïnpsinq, 

/T) y z 

Si Ton remarque que x' - -'> y-— ^-ry z' — - sont les coor- 



(*) Application de la formule connue : 

aire n n^n^n^- -. \\( x - x,) (y ■ .- y,) -\- {x^- x,){x,-:' y,) 
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données d'un point de la sphère dont le rayon est égal à 
Tunité, on embrassera toute la surface de la sphère, par suite 
celle de Tellipsoïde, en prenant o et tt pour limites de /;, et o 
et 271 pour celles de q> 
On a 



à.r 
dp 


— a sinp, 


- — 0. 


,),■ 
■>P "' 


h C0S/>COS7, 


■j- — — hsinp smq 


"P 


cc.osp siiu/. 


-— - rsin/?cos<7 



et les équations (3) donnent 



fijj. — hc sin/? cos^ dp dq — - x sin/? dp dq, 



ne 



« 4 » ' diy — ca sin*y? cos<y dp dq = . >• siny? dp dq, 

r/j- — ab sin'/? siiK/ dp dq — — - 3 sin/? dp dq. 

Soient M' un point dont les coordonnées parallèles à Ox, 
Oj, Oz sont a, (3, y; r sa distance au point (x, y, z) de la 
surface On a 

a — .r 3 -- • . . ï — ■^ 

COMr.a:) = , cos(r, i ) -— : , COS(r, -) = — - — 1 

r ' /• /• 



cos{ N, X) = -y- = — .r smw . ' > 
d7 a ' di 

^. . ne . dp dq 

rt/> dn dq 

cos( N, 3 ) r= — 3 sinp S—- > 
c '^ dz 

et, comme 

cos(N,/*) - cos(N, .r)c()S(r, .r) 

:- cos( N,.> ) cosO, j) f- cosf N, r.) cos(r, c). 

il vient, en substituant, 

( >) r/7 cosf N, r) -- - -'^- j ( a r ^ -'^ -r . 3 - j ) ^V -^ ( V - - c ) ^^^ J sin/7 f//? rf. 
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On déduit de là 

/ (il cos(N, r) cosCr, ,r) 
Ci) l abc r ,r - . >- V - 1 . Il 

40. Attraction d'un ellipsoïde sur un point M'. — Si Ton 

pose 

X 

les formules (2) et (4) donnent 

I r^/?^ r'^ , r*'^ sin/?cos» , 

Posons encore 

(8» a^—b''z=li^ a^—c^-k' 

et supposons que Ton fasse varier cr, Z», c, de manière que A' et 
A' restent constants. Nous obtiendrons une série d'ellipsoïdes 
homofocaux définis par la variable a. 
En ditTérentiant l'équation (7) par rapport à a, on trouve 

(9) ad/-^/da^-J dpf -l——L—L--dn. 

De 
on tire 

Les équations (a) donnent d^aiileurs 

ô.v .r 

— — cosp = » 
<).* ' a 

. Or dh . y dh 

(v) i -^ = -T-sinpco8 7— V -,-» 

; 0(t du ' ^ h da 

dz dr . z de 

~- — siii» siiw/ - - -r--, 

a« lia ' ^ c du 
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el les équalions (8) 

. , db a de a 

(d) -j- ~ y -J- ~ ~* 

dii b aa c 

La valeur (é), eu égard à (c) el (rf), devient 

dr rCa — J-) (3 — >•) (y— 3) 1 
r — — — — , — X -J- ,' Y H *— - — z a 



cos/> 



(10) 



et nous avons, au lieu de Téquation (9), 

i od/ - /da 

La formule (2) nous donne, en ayant égard à (5'), 

el, en portant cette valeur dans le terme x àa de Téquation (10), 
on obtient 



•"■-'r'.r*l^^['^^-*^--''-^.-]*"""' 

ou encore, en vertu de la relation (5), 

(12) dy -= —— / -: di. 

Nous avons maintenant deux cas~ à distinguer, en remar- 
quant qu'il n'y a pas lieu de s'occuper de celui où M' se trouve 
sur la surface de Teilipsoïde, car alors on ne peut pas faire 
varier a sans que M' devienne intérieur ou extérieur. 

Premier cas : le point attiré est extérieur à l'ellipsoïde. 
— Le second membre de Téquation (12) est nul (théorème Ide 
(lauss), c'est-à-dire que y^ est indépendant de a. Nous avons 
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donc, en accentuant les lettres pour un second ellipsoïde ho- 
mofocal du premier, 



X X' Y Y Z 

ttbc a'b'v abc a b' v abc 


Z' 

^ a'b'?' 


appelant R l'attraction X -f- Y -f- Z, 




R R' X X' Y Y 

abc abc'' U K' R R' ' 


Z Z' 

R " K 



Donc : 

!• I^s attractions de deux ellipsoïdes homofocaux sur un 
point extérieur ont la même direction et sont proportion- 
nelles aux volumes de ces ellipsoïdes (théorème de Maclaurin ) . 

2* La détermination de r attraction d'un ellipsoïde sur un 
point extérieur se ramène à celle de r ellipsoïde homofocal 
passant par ce point. 

Second cas : Le point attiré est Intérieur. — Soient n et $ 
des équivalents de •/ pour Oj, z. 
La formule (i^) donne 

'" a^ bc 

et, de même, 

' * ^ b^ac ' bu- 

jy / de , da 

^ * • c-ac ' cH) 

Si l'on fait croître a indéfiniment, /> et c croissent aussi in- 
définiment; mais, en vertu des relations (8), les rapports ^ 

C 

- restent finis et tendent vers Tunité. On sait d'ailleurs que, 
a 

quel que soit a, Tattraction de rellipsoïde sur un point inté- 
rieur se réduit à celle de l'ellipsoïde semblable passant parce 
point. 11 résulte de là que, si a croît indéfiniment, X =- abcy, 
Y = abcrif Z = abc^ restent finis et que •/> 'î» C sont nuls pour 
a =00. 
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9 



Désignons par A, B, C les demi-axes d'un ellipsoïde dans 
riniérieur duquel se trouve le poinl alliré, pour les dislinguer 
des variables a, ft, c, ei posons 

A 



d*où 



a — - 
a 



tla ^= — — ^ (itt. 



el, en nous reporlanl aux relations (8), nous avons 



, A , / lat^ A /" Vn^ 



â\/'"ÂJ' '= ù\/ ' 



Les limites de u seront o et m = 1 et correspondent respec- 
tivement à a = oc et à a -- A, et les équations (i3) nous don- 
nent 

4t:x /* 11^ du 
"''• = " "Aï" / i "i' 



T. — 






*'o 






*» ~ ■ A3 I l " i» 

et nous avons, par suite, 

,, . ABC r * //» ^/ 



^i4) 



., , ABC,, n^ li^dif 

ABC /»' «»*/ 

J. (-?)'(-î:-)- 



Z =-4r 
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formules qui s'appliquent aussi au cas où le point attire se 
trouve sur la surface. 

41. Composante de l'attraction d'un ellipsoïde sur un 
point extérieur, — Nous supposerons que les formules (i4) 
se rapportent à reilipsoïde homofocal de Tellipsoïde donné 
passant par le point attiré, et nous affecterons de Tindice i les 
quantités qui sont relatives à ce dernier ellipsoïde. 

Si nous remarquons que les formules (8) donnent 

Bs = A» - Af -h Bf, C» = A2 - AJ -^ Cî, 
nous avons, pour déterminer A^, l'équation 

r* "' A*— Aî -i- Bf "^ Â^ AJ -r CJ ''^ *' 

équation qui n'a qu'une racine positive; les racines négatives 
se rapportent aux hyperboloïdes homofocaux. 
Les formules (8) donnent 

_^ _ Af - Hf A] // _ A;--(:f A î 

A« ■" AJ A« ' Â* ~ Af A* ' 

Si Ton pose 

et si Ton remarque que \i = \—^~.^ '> la première des 
équations (i4) donne 



Xi = — i~* 



A{ 




1 

/ 






Pour simplifier, nous remplacerons A par A', nous suppri- 
merons l'indice i pour u et les quantités qui se rapportent à 

l'ellipsoïde donné; enfin nous représenterons par M= ^ttABC 

la masse de cet ellipsoïde. Nous aurons alors 

A 

X = 



3Ma n ^' tt^ du 



c»-.v ^» 

--A.-«î 



14^ 
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II est facile de voir, à Finspeciion des formules (i4)» quelles 

soiU les modifications qu'il faut apporier à celle valeur pour 

oblenir celles de Y, Z, que nous nous dispenserons d'écrire 

quanl à présenl. 

Soienl 

A <: B < C 



et 
(ij; 

il vient 



Xî = 



A« 



/'« = 



O -A » 
A» 



X = — 



A» 



r^ tr- (lu 



3Ma 



(K)) 



Y = — 



m 3 

A» 



A 



? /*'^ /<g du _ _ 3MS ^J, 



A 



\ 



A» / » =i ~" A» f))i' 



Le calcul se réduit donc à trouver la valeur de L; mais Tin- 
tégraiion ne peut s'effectuer que dans les cas particuliers sui- 
vants. 

h^. Cas d'un ellipsoïde de révolution aplati. — On a B — C 
ou X' = X; on peul faire passer le plan xOy* par le point M', 
que Ton supposera, pour plus de simplicité, situé sur la sur- 
face. Il vient ainsi 

3Ma f u-^du JMa , . . , 



Y =-- 



Z = o. 



3 M g 

A3 



C^ ti^du 3M3 / ^ . À \ 



Supposons que l'ellipsoïde soit très peu aplati ou que X soil 
très petit. Nous avons, en nous arrêtant aux larmes du cin- 
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quième ordre, 

arc tangX = X— -— -f-—» ;-=}. — X3-+- À* ; 

J > 1 -T- /* 

par suite, 



Soient r = yjaC^ h- (3=* ; G Tattraction X -f- Y. On a, aux termes 
du quatrième ordre près, 

Désignons par / la latitude du point M', c'est-à-dire Tangle 
formé avec Ojr par la normale en ce point. De l'équation 

de la méridienne, on déduit 

et Ton a, aux termes en 1'^ près, 

sin/-- - : 
r 

il vient donc 

mais Féquation (a) peut se mettre successivement sous les 
deux formes suivantes 

;.î^a«X«^A*(in-X»), r*(i-i-X»sin»/) ^ A*(n- X«), 

d'où 

/. = A^i-h f X^cosî/V 

Enfin, en substituant et réduisant, on obtient 

(*) G..^,(.-^X.)(.-L;eo8./). 



A' 
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Celle formule s'applique à ralliaclion de la Terre, supposée 
homogène, sur un poinl silué à la surface; mais il faut en 

retrancher la composante verticale t-tj-Rcos^/ de Taccéléra- 

llon centrifuge, ï étant la durée de la révoluiion diurne et R 
le rayon lerreslre inojen; nous avons ainsi une relation de 
la forme 

_- H /i .^ /l eosV ) — 4^ R cos*/. 

V 10 / r« 
On a 

-'- — -r~, A^ -- .-— (aplatissomenn , airR = îooooooo*". 

r 8()4oo ioo 

et à Paris, 

^•'^ 9,8088 pour / = 48",5i, 

ce qui permet de déterminer la constante H, et Ton trouve 

ainsi 

^" = 9,8249 — 0,0371 cos*/, 

tandis que, d'après l'observation, on devrait avoir 

t* ~ 9, 83 1081 — o,o3oo57 cos*/. 

La différence entre ces deux valeurs tient à ce que la Terre est 
loin d'être homogène, contrairement à ce qu'on a supposé. 

'f3. Cas d'un ellipsoïde de révolution allongé. — On a 
A 1-:= B ou X =: o, et, en faisant passer le plan œOz par M', 



_ 3Ma r * ir- (fa 



--- .-^[^Vi-^V^-logiX'-t-/. t-X'^^], 



1 X'3 A» 

ii. AUraction d'un cylindre elliptique indéfini sur un 
point de sa surface. — Soit Oz l'axe du cylindre. 
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Dans les formules (i6), on devra faire 

^=1 et M = i7:A»u-h Xî)î(i-+-)/«)5; 

puis, ces substitutions faites, on supposera )/=x. II vient 
ainsi 

X^— 47ra(i-+-A*)* / -, = — i7:a ^^ - , 



Si Ton pose 

B 

on a 

el 



î I 

X = — î ira — , Y = — î "îTY - - > 

formules qui sont celles de Laplace. 

45. Solide homogène de plus grande attraction sur un 
point extérieur, — « Quelle est la forme que doit avoir le 
solide, dont le volume est donné, pour qu'il exerce la plus 
grande attraction possible sur un point extérieur M', dont la 
position reste d'ailleurs indéterminée? » 

Tel est le problème que s'est proposé de résoudre le mar- 
quis de Saint-Jacques (' ) 6t dont nous allons chercher à don- 
ner une solution plus ou moins rigoureuse. 

Il faut d*abord que M' se trouve sur la surface du corps. 
Admettons, en elîet, qu'il en soit autrement, et soient A, B les 
intersections la plus rapprochée et la plus éloignée de la direc- 
tion de Tattraciion F avec la surface. En reportant de B en A 
un même élément de volume, la direction de cette attraction 
n'aura pas changé, mais son intensité aura augmenté, ce qui 
est contraire à ce que l'on a supposé. 



('} Académie des Sciences, Mémoires des Savants étrangers^ ï7 49- 
VII. ro 
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Cela établi, soient 

n, /Il deux éléments de volume situés dans la région de la 

surface du corps; 
F' Tattraction sur M' du volume dont on aurait enlevé les 

deux éléments ci-dessus ; 
doL Tangle compris sous F et F'; 
/, /i les composantes suivant la direction de F des attractions 

de Ht n\ sur M'; 
y, f\ leurs composantes normales à cette direction ; 
cp, 9i les angles formés i^diT f\f^ avec la direction opposée à 

celle de la composante V'dx = Yda normale à F. 

On a, aux termes du second ordre près, 

f'sino -f[s\i\ou 

F' doL — Tcoso -h /*; COSOi. 

Supposons que/soit plus grand que/i et faisons coïncider 
Ht avec n; F deviendra, aux termes du second ordre près. 



Fi - - \/i¥'-^ îi/)»-.- {ïdtx — 2/"coso)*-r- 4./'*sin«o = F'-f- \f. 

Or 

F<F -+-'2/: 

par suite, 

Fi > F. 

Donc, il faut que/=/i ou, en d'autres termes, que tous les 
points matériels de même masse de la surjace donnent la 
même composante de rattraction, suivant la direction de 
rattraction totale. 

Soient maintenant 

Mx la direction de F, qui sera nécessairement un axe de ré- 
volution de la surface ; 

r, (r, or) — 9 les coordonnées polaires d'un point quelconque 
de la section méridienne; 

K2 une constante. 
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Nous aurons 

cosQ i_ ,j 

d*où 

(i) r :-. Kv/cos^, 

X — KcosO /cosO, 
j = K sînÔ /cosO. 

Le maximum de x correspond à 



et a pour valeur 



cosO = tV^ 



r = J^\/2/:î =o,6'2o4K. 



La valeur correspondante de x est 

.r = o,4388K. 

Il suit de là que la surface a à peu près la forme d*un œuf 
dont le gros bout serait en M'. 
Proposons-nous maintenant de déterminer le volume du 



(*) Si Ton retient seulement des idées ingénieuses du marquis de Saint- 
Jacques, que le point M' doit se trouver sur la surface du corps attirant et 
que cette surface doit ^tre de révolution autour de la direction M' x de F. 
le reste se déduit immédiatement du calcul des variations. On a, en ciïet. 

F — ar / rsin6cos6rf8, 
et pour le volume du corps 



'•1 
2 r / -TT sinO dh = const. 





En désignant par K* une constante, on a donc à rendre maximum Tinté- 






f sinO^j-KTcose^rfe, 
et on voit que Ton doit avoir 



r» = K» cos 9. 
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solide, en désignanl par ^ Tangle formé par un plan méridien 
quelconque avec un méridien fixe. Le volume d'un cône élé- 
meniaire, dont le sommet est M', est 

d*oii, en inlégrant par rapport à ^9 de o à 27:, puis rempla- 
ranl r par sa valeur (i), 

77 

£n intégrant de nouveau entre les limites o et - de 6, on 
obtient, pour le volume cherché, 

\\ suit de là que ce volume est équivalent à celui d une 
sphère ayant pour rayon 

ri) a -rz Ki/r =0,5818 K: 

d'où 

(•à) K — ^/ V^> — I ,-io/ï. 

L'attraction du cône élémentaire ci-dessus étant 
sa composante suivant M'j: est 

/• (i^ sin d^ ci^ — r d cos cos ^/«j» , 

et, en inlégrant par rapport à '^ entre o et 2 7r, puis remplaçant 
r par sa valeur (1), il vient 

— -2 - K ( cos )* d cos 0. 

Si Ton intègre maintenant par rapport à B, entre les limites o 

et -, on trouve, pour l'attraction résultante, 
1 



F - - ttK — - -T.d y!). 
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Pour l'attraction de la sphère dont le rayon est a sur un 
point de sa surface, on aurait 



d'où 






II suit de là que la sphère, sous un volume donné, exerce 
sensiblement la plus grande attraction possible. 

§ II. — Courbes funiculaires, 

i6. Soient 

?ds la force qui sollicite un élément y^d*un fil dont les coor- 
données sont a:, j, z; 
X, Y, Z les composantes de P parallèles à Ox. Oj, i)z; 
T la tension au point {x^y, z); 

p = — le rayon de courbure; 

c 

(Ix ^ (Ir fh . . . , 

cos3f = -7-> cosS — -j-» cos 7 — -7- les cosinus des angles 
as ^ as ds ° 

que forment la tangente avec 0^, Oj, j; 

., dcosx r/cos3 rfcosy , 
cos/— > cosw. = -9 cosv— '- les cosinus 

£ * e £ 

semblables relatifs à la normale principale. 
On a les formules connues 



(!) 



tU cos a „ 

1 H X 

(IX 


-- 0, 


(U cos 3 

-T H- \ 

«.V 


— 0. 


^n*cosY 

iïs- 


— 0. 



Si Ton ajoute ces équations, multipliées respectivement par 
cos a, cosp, cos 7, on trouve 

/T 

('à) —j — h X cos a ^ Y cos 3 - Z cos* y — o 
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OU 

en désignant par Pr la composante tangentielle de P, équation 
à laquelle on est immédiatement conduit par une considéra- 
tion géométrique (t. 1). 
L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

O) fiT H- X (ijc H- Y rf> -+- Z </c =^ o, 

et Ton obtiendra immédiatement T en fonction de x, x> ^y 
si P dérive d'un potentiel. 
On déduit des équations (t) 

f/cosa dT Q.0^1 r/cosS r/Tcos3 
t ds e ds 

H ' = ^ H- X COS A + Y C08 U -H Z C08 V = O 

£ as 

ou, en développant et désignant par P« la composante de P 
suivant la normale principale, 

1 //T 

— -7- r/(cos*a -h cos*3 — cos*y) 

T 

-X -r [(rfC0S«)5-t- (rfC083)*-+- rrfcOSY)'] -^ Pn — O, 

et enfin 

T 

(4) --t-P«r-:0, 

P 

équation à laquelle on arrive aussi immédiatement par une 
considération géométrique (t. 1). 
On déduit des deux premières équations (1) 

,rT^ dï^- 

ds ds „ __ 

.r — j ) — T \-\x — X >' = o. 

ds * a.v 

En développant Tensemble des deux premiers termes de 
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cette équation, on trouve 

dï ( dr da\ ^(d\y d^x\ 

dï ( dr di\ d ( dr dr\ 

'-" 7h r àv ^^' 27/ "" ^ S? V*^ ds ""*^' d.s ) 

d-l dr dv\ 

II vient donc 



ds \ ds " ds 

et de même 



(5) 



d [ dz dr \ „ . , 

ds^V-ds"^-ds) ^-Zj-\3..0, 

ds \ *" ds 



* ~ ) -- X:; - Z.r — o. 



' ds ^ 

Si, par exemple, \x — Xj^ est nui ou est une fonction de ^, 
la première de ces équations donnera une intégrale première 
des équations ( i ) et, si Téquation ( 3 ) peut s'intégrer, on n'aura 
plus qu'à considérer Tune des équations (i). 

Mais, dans un certain nombre de problèmes, comme nous 
allons le faire voir, il est plus simple de traiter directement la 
question que d'avoir recours aux équations (i) ou à celles qui 
en dérivent. 

47. Cas où les forces élémentaires sont parallèles à une 
même direction. — La force P ds étant comprise dans le plan 
de deux tensions consécutives, c'est-à-dire dans le plan oscu- 
lateur, la oourbe est plane. 

Nous prendrons son plan pour celui des xjr^ en dirigeant Or 
en sens inverse de la direction de P. 

La courbe aura évidemment un point minimum nia par 
lequel on fera passer Oj. 

Soient 

0/7îo = jo; 

To, T les tensions en //i^ et en un point quelconque m dont 
les coordonnées sont ^ et j; 
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X rinclinaison de la langenic en m sur Ot: 
s Tare m^m. 

En projetant les forces qui sollicitent l'arc m^m sur Ox et 
sur la normale en m, on a 

(<o Tcosa — To, 

( 6' ) To sin a -- cos a / P dt, 

* 

d'où 

(:) Uinga= -- / Pds, 



(7') 



« 

dtx 



p r/.v =- 




?d.v 


-To 


doL 


Vdy 


-To 


sina^/a 
cos*a 



(«; 



Nous avons maintenant deux cas à examiner : 

I® P ne dépend que de y. — La seconde des équations (8) 
lionne par Tintégraiion 



'- -1 = „!- f?dy, 
isa ift./. 



et, en posant 



on a 



d'où 



UU>3t 


1 


«« r. 


M = i 


î 

•o 


r 


P dj', 


langa = 


: /Al^ 


— 1 ; 


dy 



r^ dr 

i = / - - ' 

et la solution du problème sera donnée par une double qua- 
drature. 

•>.'» P ne dépend que dex. - La première des équations (8 ) 
donne par l'intégration 

C08X 
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d'où, en représenlani par N le second membre de celle éga- 

lilé, 

N«-i dv 

et enfin 



* 



48. Fil sollicité par des forces verticales proportionneUes 
aux projections horizontales des arcs élémentaires, — Sup- 
posons que Ox soil horizontal et qu'on place l'origine en m^; 
en désignant par p une constante, nous ferons ?ds = pdx 
dans l'équation (7) qui devient 



d'où 



tanira = i— — -j:-. 



-i lu 



équation d'une parabole dont l'axe est vertical. 

49. Delachatnette. — On sait que cette courbe est la forme 
qu'affecte un fil pesant. Soil p le poids de l'unité de longueur 
du fil.Véquation (7), en y faisant P = /? et posant 

devient 

(a) .y-rtlanga; 

on déduit de là 

{h) ds 1= — -T-dty 

et, pour le rayon de courbure, 

' «a cos*a 

Nous avons maintenant 

, , . sina , 
d) = ds sina 1= a — dx, 

C()6* a 
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d'où, en prenant //loO = a. 



a 



cosa 



11 vient ensuite 



dx = ds cosa — a — » 

cosoc 



d'où 

(rf) .r — rtlogi tanga ) 

° \ cos a / 



et 



.1- jr* 



, rfr e"—e ' 
(e) tanga=^ = --^ 

On déduit de là, pour Féquation de la chatnelte, 

Comme cette équation ne renferme qu'un seul paramètre a, 
on voit que toutes les chaînettes sont semblables. 
Des équations (a) et (e) on déduit 



<Â') 



s= -(e"—e"''). 



'1 



Soit tL Taire comprise entre 0^, O/tîq et une ordonnée quel- 
conque; on a, en ayant égard à la valeur (c) de j, 

(//) -l. = / ydjc = n I — '— = a I ds ^^ as. 

.L ' .L cosa .r 



•^ ^^^ - *^ 



Nous renverrons au Chapitre VI du Tome I pour l'énoncé des 
propriétés géométriques de la chaînette résultant de Tlnterpré- 
lation des formules (c), (A)ei(^), ainsi que pourTélude de la 
tracirice cl de la forme d'une voile de navire. 
Soient 

Xi l'ordonnée du centre de gravité de Taire déterminée par 

deux ordonnées symétriques par rapport à Oj; 
s Tare intercepté; 
X'i l'ordonnée de son centre de gravité. 
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On a, en se rappelant que dx^ el ayant égard aux 

valeurs (c), {b) et (h), 

asYx = a / 



•,'0 



d'où 



r i^u, 


— Cl 

'1 


.'. 


cos'a 


y ds 


- 2 a' 


r 

* 


do. 

cos^ a ' 


.>! = 


- — > 

2 







et une nouvelle propriété qu'il est facile de traduire en lan- 
gage ordinaire. 

Nous allons maintenant déterminer les éléments d*une 
chaînette lorsque Ton se donne les positions m\ymi des deux 
points d'attache, le premier étant censé plus élevé que 
TautrCy ainsi que la longueur / de la chaînette entre ces deux 
points. 

Soient 

/11, /i2 les projections de //îi, nii sur Taxe Oj: dont la po- 
sition est inconnue comme celle de 0; 
hy h les distances verticale et horizontale de //îi, /Wa; 

Nous avons 

Désignons par/' la longueur qu'aurait Tare de chaînette si//?3 
était le sommet, longueur qu'il est inutile de calculer, comme 
on le verra ci-après. 

Si / < /', l'origine se trouvera en dehors de la dislance /la /ii , 
au delà de n^ et en posant oti = 0^1, ^2= O/12, on aura 

X\ ^^^ X\ —— k^ 

puis 

I 2 

/= -(^c?"— «? "—6- " -\-e " j. 
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Si /> /', le point se trouvera entre fit et /i2, et l'on aura 

.r, = A— j?,, 

puis 

A 

(Il _ll fj—^x ^— »l \ 

équations identiques aux précédentes, lesquelles feront par 
suite connaître X\ et a. 

Selon que Ton obtiendra j:,^/r, le point Ose trouvera en de- 
hors de la droite n^ /lo, du côté de n^y ou entre les deux points 

En substituant 

Il i 



aux inconnues X\ et a, les équations (/) deviennent 

ihtu 



\ (//*— a)(a — i) — 

1 a 



I («'-r-a)(a — i) = ; 

d*oi] par division 

En ponant cette valeur dans la première des équations (^A), 
on trouve 

/ " h a 

Mais de la seconde des équations (y), en ayant égard à la 
valeur (/), on tire 

et Ton a par suite, pour déterminer w, 

lit 1 — - // Inf^//' • 
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Les équations (/), {m) feront ensuite connaître a et a. On 
aura enfin 

.r.-_-«iogi., .>i= j(''-y' 

ce qui déterminera la position du sommet de la courbe. 

50. Forme d^ équilibre d'un fil dont les éléments sont sol- 
licités par des forces proportionnelles à une fonction de la 
distance à un axe fixe, normales à cet a^e. — Soient 

Oz Taxe; 

rla distance d'un point m de la courbe à cet axe; 
6 Tangle formé par le plan zOm avec le plan zOx\ 
f(r) la force extérieure considérée comme positive si elle est 
dirigée de j vers m. 

En désignant par A une constante, Téquation (3) du n** 46 
nous donne 

.//) T--/U') . A. 

Le second terme de la première des équations (5) du même 
numéro étant nul, nous avons, en représentant par 6 une autre 
constante, 

ou 

rt-V 

En élevant an carré et remarquant que 

ds^^ dr^-\ r^d^^--, dz^, 



on trouve 



La troisième des équations (i) du ir 46 nous donne, en dé- 
signant par C une troisième constante. 
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d'où, en élevant au carré el en remplaçant ds^ par son expres- 
sion. 






En portant cette valeur dans Téquation (A), on trouve. 

(i^ -^ > 

d*oii, par l'élimination de T au moyen de Téquation (a), 

^ ( A ) an = : — r^— — -z=—^ — . 

F/équalion (c) donne, par suite, 

Crdr 



( B ) (h 



Y,:j;[A-/(r)J'-C«: -B« 



La solulion du problème se ramène ainsi à deux quadratures. 

L'intégration des équations (A) et (B) introduira deux nou- 
velles constantes M et N. Nous avons donc à déterminer les 
cinq constantes A, B, C, M, N. 

Nous affecterons respecUvement des indices i et i les coor- 
données r, 9, z des extrémités du fil, qui, comme la longueur / 
de ce fil, sont des données de la question. En exprimant que 

:r-: 0|, Z — Zi pOUT T — T j , 

— 65, Z Z* pour r — r,. 






nous aurons les cinq équations qui permettront de déterminer 
les constantes. 

Si les extrémités du fil se trouvent dans le plan zOx, la 
courbe sera comprise dans ce plan et B sera nul. On aura ainsi, 
pour l'équation différentielle de la courbe, 

Cdr 
(B') dzr^. — 

Dans le cas où les deux extrémités du fil se trouvent dans le 
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plan xOx, on a C — o el 

(A ) (tf) _ _ ___.--- 

• ^V>-[A-/i:r}];«-.B* 

pour réquation diiTércniielle de la courbe. 

Supposons que les plans zOxy zOx lournenl uniformé- 
ment autour de Oz en entraînant le fil avec eux. Si nous dé- 
signons par /x^ la moitié du carré de la vitesse angulaire, nous 
avons, pour le potentiel de la force centrifuge, 

et, en posant r^ = /i, les équations (A) et (B) deviennent 

(Xi) d^ - 



(B,) dz = 



±iiH^u[(\— ulSw)î— (:*J — B* 
C.du 



±1 1 v/«[(A — ;ji««)'— C« J - B* 

et leurs intégrales dépendent des fonctions elliptiques. 

51. Fil d'égale résistance. — On désigne ainsi un fil dont 
la section w varie avec s, de telle manière que la tension rap- 
portée à la section soit une constante donnée /r. On a donc à 
déterminer la fonction de s qui représente w et la forme de 
l'axe du fil. 

Soient x> ^> ? les composantes suivant 0^, Oj, Oz de la 
force extérieure qui agit sur Tunité de section. Nous devrons 
supposer, dans les formules établies au n" '46, 

mais nous nous bornerons à considérer le cas où la force ex- 
térieure est parallèle à Taxe Oy\ en la supposant dirigée en 
sens inverse de la partie positive de cet axe. 

Nous ferons ainsi P = «7î, To==/rwo dans les formules (6) 
et (7) du n® 47, en désignant par wo la section au point le plus 
bas //lo* Nous aurons ainsi 

(i.> (0 cosa = (Oiï, 

(2) langa = 7 — / tor, ^c; 
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(1*011, par l'élimination de a, 



y/(.jï _ („i = / (^7j cls 





ei successivemeni 



V'w* — OiJ ^" 



loK 



( — -l/^ -i) =- j / r^ir. 



Si nous posons 



nous aurons 



O _ Q» r I 



d'où, en vertu de la relation (»), 






pour réquation difTérentielle de Taxe du fil. 

Comme premier exem[)le, considérons le cas de la pesan- 
teur et désignons par/? le poids spécifique du fil; le poids de 
rélément uids étant ptudsy nous devons supposer y; — /?, et 

P » 
nous aurons, en posant ~ ^- - •. 

' A a 

(G) - ^ -[J^- c "j, 



«u. 



.V 

. _ •}. ils- _ •>. c" (h 



</" ^ I 



{ 7 ) j ■— àoy arc tan^'t'" — -^ ) > 
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puis 



> =J Y*--jkd^=Xo 



cLt^ 



= Jo-H 




ou 

(«) 

en prenant 



y = a\o^\e"-^e ") 



jo = alog2, 



el le problème se trouve résolu. 
Supposons maintenant que n ds soit de la forme p dx, p étant 

P » 
une constante; en posant -,- ~ -» nous aurons 

n CL 



.V 



pi 



dx _ 1 

2 

dy \ c" — e " 

dx ~ ~i ~t II; 






'^— T— ' 



J=Jo-+--Ioî 
el tous les éléments de la question sont déterminés. 

52. Du mouvement d'un fiL — Nous conserverons les no- 
taiions du n** 46, à cette exception près que nous représen- 

VII. II 
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lerons par cPt/.9, au lieu de Prf.ç, la force extérieure qui agii 
sur dsy en désignant par t la masse de l'unité de longueur 
du fil. 

La coordonnée x sera fonction de / et de .ç, et, comme s 
reste invariable, les composantes suivant Oj:* de la vitesse et 

de Taccéléralion de ds seront respectivement -r-> — - • Nous 

aurons donc, pour les équations cherchées. 



t)l cosa 

— ■ -f 

Os 



c)TcosY i r, 0^z\ 

d.s \ Ot^ 1 

Ces équations, dans toute h?ur généralité, sont trop compli- 
quées pour qu'on puisse en tirer parti. Aussi nous bornons- 
nous à considérer le cas où le fil est compris dans un plan 

Soient 



i». // les coiiiposanlcs do la vitesse ds^ \ 

, „ ,, , . . . f suivant la tangente et h» 
ç, ^ M de I accéloration do a.v, \ 

<ï>, M' » de l», 



( ravou (le courlnire. 



Nous pouvons prendre, pour les équations du mouvement, 

O.s 

d'où, par Télimination de T, 
Nous avons 

ô.v 

-— =i.'cosa — //sina, 

* ''' ) '! , 

-1- = csma -; «cosa, 
Ot 
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f)(vco8:t — «sina) ()Ci'sina-+- //cosa) . âi> dot 

= T cos a H ; Sin a = ^^ // -r- » 

, ^>(fC0S3t — w sina) . ()C(»sina-i-^/cosa) ùu ôol 

^ ôt Ot ôt ôt 

01 réquation précédente devient 

/«. ou ô%\ô^t /. ôv ôol\ ôtC*^ 

I \L — o — I _i_ J <|» -4-1/ - I 

\ ôt ôt I dv* \ ôt Ot J df2 

^3t Ô /.,. ou Ô7,\ 

ÔS 0\' \ Ôt Ôt I 

En différenlianl les équations (a) par rapport à s y on 
obtient 

ô cos a <)i^ . 01 On . (^a 

— ; — — r- cosa — l'sma • --sina — //cosa--» 

ôt ôs ôx ô%- Os 

c>sina (>i» . ôx ou . ôol 

— ; — — — sm a -+- 1' cos ol - — \- - cos a — w sm a - • 
ôt Os ôf Ov ôs 

En ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
cosa, sin a, puis par — sin a, cosa, on trouve 

ÔV Ô2 

{7.) U ,- =-- O, 

Os ôs 

ou ÔOL Ôt. 

i \) T -^- ^' 1 r- — o. 

ôs ôs ôt 

Les équations (i), (2), (3) entre les inconnues Uy u, a et 
les variables ^ et ^ seront celles du mouvement. Nous y étions 
parvenu, au Tome F, pages 32i et suiv., par des considérations 
géométriques, mais qui sont plus difficiles à suivre que l'ana- 
lyse précédente. Nous renverrons à ce Volume pour les ap- 
plications des équations ci-dessus. 



§ Iir. — Questions diverses. 

53. Centre de gravité d'un tronc de prisme droit trian- 
gulaire. — Nous prendrons respectivement pour plan horizon- 
tal et pour plan verlical de projection {fis;, i3) le plan de la 
base ABC et celui d'une face latérale C'c'^'B'. 
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Soient 

(ABC, a' 6' c) la ironcaluro; 

(0,0'), (0, o') les ceniresde graviié de Taire B de la base et 

de celle de la ironcaiure; 
h — \'a\ /i' = Wh\ h"=Cc' les longueurs des trois arêtes; 



H — ;; la distance O o . 



Décomposons le volume en trois tétraèdres par deux plans 

Fig. 12. 




l'un mené par les sommets (C,C'), (A, a), (B, B'); l'autre 
par les sommets (A, a'), (B, B'), (C, c'). Pour simplifier, nous 
désignerons les tétraèdres par leurs sommets et leurs bases 
en projection verticale, placés entre parenthèses. 

Soient X, x', x" les distances des sommets A, B, C à une 
droite quelconque OP menée par le point dans le plan AB(^; 
j?j la distance semblable de la projection horizontale g- du 
centre de gravité cherché G. 

Nous avons 



(«) 



X -\- JC -r- X — O 
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el, pour les moments par rapport au plan (OP, Oo') des vo- 
lumes, 

KA'B'C) ^ ..r-H^r'^-r- ^ 

(«',B'i'c') ^ ax'H-x + .r- ^ 

6 4 



(/? , C Dr). 

I 



3 '■ 



d*oii, en faisant la somme^ qui doil éire égale àBlI^i, et ayant 
égard à la relation (a), 

//.r^-//^^•'-^//^r'' 
njri= • 

Soient [jl le centre de gravité des longueurs h, A', h", consi- 
dérées comme masses concentrées en A, B, C, et dont nous 
déterminerons plus loin la position ;x sa dislance à la droite 
OP; nous avons 

d'où 

On voit ainsi que g se trouve sur Oa et au quart de la dis- 
tance de à a. 

La hauteur z^ du centre de gravité (G, g) au-dessus de 
ABC sera donnée par 

„„ B// // B/i' h -f- h'-\- II' B/i" // 4- /i» 
®"^» = T 4"^ 1 4 "*""3" "T"' 

d'où 

^' " "i^n 

_ /f»-4- //» -t- /r»^ ( /,-!- //-f- /l' y- 
Soient 
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il vient, en remarquant que Ç -+- Ç' -f- Ç''^ o, 

d'où il suil que le centre de {j[ravilé du tronc est plus élevé 
que celui du prisme qui aurait 0' o' pour hauteur. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la posi- 
tion du point fx. 

Soient ( fig, i3) 

Fie. i3. 




Kz'y \z" les portions de la parallèle à CB menée en A, 

situées du côté de B et C ; 
A a, B(3 deux longueurs proportionnelles à h' y h portées sur 

\z' et Br. à partir de A et de B; 
1 rintcrseclion de aj3 avec AB et qui sera le centre de gravité 

de liy h'. 

Soient, de même, 

A a', Cy des longueurs proportionnelles à //", h portées de A 

vers z" et de G vers B ; 
J riniersection de A(] avec «'y ou le centre de gravité de h 

et h\ 

Il est évident que le point u sera l'intersection des droites BJ 
et Cl. 

5V. Théorème de Sluse, — Soient [fig, i4) 

un cercle décrit sur le diamètre OA = a; 
/i, p les intersections d'un rayon vecteur partant de 0, incliné 
de Fangle surOA, avec le cercle et avec sa tangente en A; 
Om — np porté sur On; 
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w', p'y m' les posilions que prennent n, p^ m quand Q aug- 
menie de dQ; 

r'=Op = -^, 
' cosO 

r, f\ r, ^ u «S>n*Ô 

' cos6 coiO 

On sait que le lieu de m est une cissoïde qui a \p pour asym- 
ploie. 

Fie- i4' 




Le niomenl de l'aire pmni' p' par rapporl à \p est 

r/6 ^ — ;, —(\-\- sm'O — 1 sin^O)rfO. 

•À s '1 5 () 

Le moment semblable relatif à Taire nOn' a aussi pour 
valeur 



^0 ;, — — - ( I - sin*0 — 2 sin* ) tm. 

•2 3 G ' 

Ces deux moments étant égaux, il résulte d'un théorème 
de Guldin que ie volume du tore engendré par le cercle 
tournant autour de Vasy^mptote est égal au volume engen- 
dré de la même manière par la cissoïde. 

Remarque. — L'aire, limitée par les deux branches de la 
courbe et Tasymploie, est 



7w 



7: 



c/u /o cos»0 



~4~ 
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c'est-à-dire que celle aire esl égale au iriple de celle du 
cercle. 

55. Théorème de Pappiis. — Soienl 

AA'A". . . un polygone fermé plan ou gauche; 

m la masse de poinls malériels idenliques parlant simullané- 

menl des sommels avec les viiesses de même sens ka, ka' 

proporlionnelles aux côlés A A' = a, A' A^= a', ... ; 
(^o»Jo,^o)» {x^yj^yZ^), ... les coordonnées reclangulaires 

des sommels ; 
X\y)\, Ji les coordonnées du cenlre de graviié des masses /// 

au boul du lemps /. 

On a 

.riS/w = 'Zm[xQ'^ ka cos(«, vi*)./] = ^ihxq-^ mtl»a cos(«, .r). 

Mais, puisque le polygone esl fermé, 2acos(a, a?) = o; on 
a par suile 

jci = — - — = const. 

el, de même, 

T'j = const., C| = const. 

Le cenlre de graviié des masses m resle donc fixe. 

56. Sur le moment dUnertie d'un volume de révolution 
par rapport à son axe. — Soienl rfoj un élément de l'aire il 
de la section méridienne; rsa dislance à l'axe Oz. 

Le moment d'inertie de la couronne engendrée par rfw étant 
27rrrfw./'2, on a, pour le volume total, 

(i) I = 27c/r3 (lia = 27: j r^ dr dz. 

Soient R=/(z), Ro— /o(z) les limites extérieure et inté- 
rieure de r, on a 

Si Taire génératrice coupait Oj, cette formule donnerait 
la différence des moments d'inertie des volumes déterminés 
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par les deux portions de celle aire, ou le moment d'inerlie de 
la croule solide engendrée par la différence des aires de ces 
parlies. 

Lorsque le profil est extérieur à Oz, il peut être avantageux 
d'employer une formule spéciale que nous allons faire con- 
naître. 

Soient 

/r = GI la distance à j du centre de gravité G de il; 

Gx le prolongement de IG, (ly la parallèle à Oz menée en G; 

X la distance de c/u à G/. 

On a 

r5 = ( A- H- .r)» = A-3 -h 3 A*.r -+- SAx^-h x», 

el, en remarquant que /Irrfw = o, la formule (i) devient 

(2) \z= >r. (k^Q -h :U- /x* dio H- r.L'^ dhi i , 

expression dont la première intégrale est le moment d'inertie 
de Q par rapport à 0/. 

Si O^* est un axe de symétrie de 12, la seconde intégrale est 
nulle. 

57. Du frottement dans la vis à Jilet triangulaire, — 
Nous supposerons que l'axe Oz de la vis est vertical et que 
pour l'observateur couché suivant cet axe en «ayant les pieds 
en bas, l'hélice directrice s'élève en allant de la droite vers la 
gauche. 

Soient (yig*. i5) 

To le rayon du noyau; 

/o l'inclinaison de l'hélice sur la section droite; 
jo = rotang/o0 Tordonnéedu point m^ de cette hélice; 
d Tinclinaison du profil du filet sur les génératrices; 
m un point quelconque {r^O,z) du profil passant par /tio; 
mn la perpendiculaire air plan méridien de//;, dans le sens de 
droite à gauche. 

On a 

r — /•o = (3 — 3o) tango — (3 — Oro tangi'o) tango 
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OU 

{ I ) — - /• — Oro tang/o tanj: o -h 3 tango -f- fq 

Si ///N est la normale en m et si Ton pose 
('X ) laiigÀ — tang/o sin5, 



= o. 



on a 



(i) 



I ,v . rotang X 

1 V' ^* -^- '*o lang* X 



cos(X, ;) = 



rsino 



v//-- i- /•? tang* X 
Soient 
z/^,, un point infiniment voisin de ///q de l'hélice directrice 

Fig. i5. 







-m ' ynt^ 





-*n 



/;/' le point du profil, passant par//«'y, situé à la même dislance 

r de Oz que a//; 
///T la direction de mm'. 
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Les projections de mm' sur n et ()j, m étant respecti- 

dz 
vement r dO, ~ dO — Tq tang/'o dQ, on n 



cos(T, T, ) _. ^,72 ^ ^2 iangî7o 
( » > \ , . 

Soient //ij, //i', les points de mom^ m'^m' situés à la dis 
tance r -4- rfr de 03:;(/a) rélément superficiel mm' m\mx. 



On a 



r/tu cos(N\ 3) - rt/0 r/r, d'où ^/wj 



J \ j i/ sinoV /-M- rj tang«/o 

I — r rfw cos(T, T, ) - . ^- - dr d^ --^ rr^ lang/o dr d^ ). 



SI no 



Supposons maintenant que la vis soit sollicitée suivant son 
axe par un poids Q; soit dX^ le moment du couple horizontal 
qu'il faut appliquer à la léte pour que le glissement de haut 
en bas soit sur le point d'avoir lieu ou, s'il a lieu, que le mo- 
ment soit uniforme. Le sens posilif de »)n sera de la droiie 
vers la gauche. Désignons par/? la réaction normale par unité 
de surface de l'écrou sur le lilet. Les réactions pdo)yfpdrj) 
faisant équilibre à Q et .Te, Q sera égal à l'intégrale de la 
somme des deux premières équations (5) multipliées respec- 
tivement l>^v p,fp; OXL sera aussi la somme des deux autres 
multipliées de la même mainère. Les inlégralions par rapport 
k h partir de o s'effecUient immédiatcmeni, et, si / 1 est le 
ra^Yon extérieur du filet, on trouve 



(6) 



' L 2 sino J y r2-.-r3 lang/o J 

' 
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d'où le rapport ^ri qui esl indépendant de p ei 9; p se dé- 
duira de Q et sera d'autant plus petit que 9 sera plus grand; 
c'est pourquoi pour les fortes charges, et pour ne pas s'ex- 
poser à briser la matière, on doit donner beaucoup de tours à 
la vis. D'ailleurs/? est donné a priori (6^' par millimètre carré 
pour le fer, ^^^ pour la fonte), d'où 9 est le nombre de spires. 

L'intégration ne peut s'effectuer que si X = /o ou 3 = 90'*, 
cas de la vis à filet rectangulaire, sur lequel on reviendra. 
Mais on peut procéder par approximation. 

Soient 

R= — le rayon moyen du filet; 

!2R^=z /•, — To sa largeur; 
^Re = r — To; 

d'où 

ro=R{i — 6'), ri = R(i-f-6'), r = R(i -h 2£ — tf). 

Les limites de e substitué à r sont o, e\ mais, comme e 
atteint au plus 5*jj, on peut en négliger le carré, par suite 
celui de e. 

On a ainsi 



/r* H- rj tang' X _ cos/© fi — (2e — <? — étang* /o)cos*/o1 
V r* H- r J lang* /o ~ cosX [ -¥-{it — e — e tang* X ) cos* X J' 

X V ^*-+-/'5 lang*/o cosX ' 



f V A*»-hr5 tang«/o cosX 

d'où 

/cos/o 
^-, (i — e)tang*o ^^-> s* 

'^^ QR ~ 7] ;^ siïui 

•'^ ^smocosX 

Cds de la vis à filet rectangulaire. — On a d — 90% X = /'o. 
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Cl les équalions (6) donnent 

f 

^^ Rrotang/o— '-^ir\ -f-ror,-hrî) 
U ~ H -4- /ro langue 

ou, en négligeant e^, 

.OTl _ i\ — e') tang/p — / 

Dans la discussion de celte équation, nous négligerons en- 
core Cj comme on le fait d*habitude, et, en désignant par ol 
Tangle de frottement, elle se réduit à 

(8) ^ = lang(/o— a). 

On voit que èTc est positif si /o>a, nul pour /o=a, et 
alors Q fait équilibre au frottement, négatif si /o < a, c'est- 
à-dire qu'il faudra agir sur la vis pour la faire descendre. 

Dans le cas où Q, au lieu d'être un poids, est une résis- 
tance verticale, il faudra changer le signe des /?(/&>, puisque 
c'est la partie supérieure du filet de Técrou qui réagit sur la 
vis; les /J^rfw conserveront leurs signes. On n'a donc qu'à 
changer les signes de Q et de /'o dans l'équation (8); mais nous 
ne nous arrêterons pas à celte nouvelle discussion. 

58. De la vrille, — On désigne sous ce nom un outil formé 
d'une tige cylindrique terminée par une sorte de vis conique 
et qui sert à percer des trous dans le bois. 

1* Sur quelques formules relatà'es aux conoldes droits. 
— Soient 

Oj (Jiff, i6 et 17) la directrice recliligne; 
xOy le plan directeur; 

r = ml, Oy z les coordonnées cylindriques d'un point m de la 
surface conoïde; 

(,) ^=/(0), r = l\^) 

les équations de la directrice curviligne, dont la première 
est celle de la surface; 
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iHi un point infiniment voisin de //î. situé sur le cylindre de 

rayon r, défini d'ailleurs par 4- dO, z -i- dz; 
m T la direction mm \ ; 



Fij. i^. 




/w\ la normale à la surface en m; 

mn la perpendiculaire en m k r dans le plan parallèle à j^Ojy 
menée dans le sens de Taccroissement de 6; 



Fi{j. 17. 




J'jj l'élément de la surface limité par les cylindres de rayons r, 
r -\- dr, et les plans méridiens définis par 9 ei 6 -hdO; 

ro<ri les rayons suivant I/w, fonctions données de 0, des 
deux courbes tracées sur la surface qui limitent, dans un 
sens, une portion de son aire. 
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On a 

cos(N, 3)— — ^_'_^-_:^-._r -- ro8(T,T, ), 



i/-^.'" 



(0)* 



' y/, 



cosCN, — T, ) =-- — ros(N, r, ) ^ — — ^- cos(T, z », 

(hfi cos( N, z) — rd^dr = fltii cos(T, r^ ), 

I dz 

diù C0S(N% — T; ) = r r/0 dr - f\ ) = dr -j^ r/0 = dr dz — dto cos(T, z > 

ei enfin 

/ dtoC.0S(}SyZ) =- -(rj — rJ)r/0, 



• 



(•>i> 



/ rftiiCOS(T, 3 ) — (Ti — f\t)dz^ 

' Il 

r'' I 

/ r r/oi cos(N, — r, ) — - (/«J — rj ) dzy 



— / r r/o) cos ( T, T, ) -- -~r:(r]— r^) r/0. 

1"* Supposons que la direcirice curviligne soil une limite do l;i 
surface conoïde, qu'elle soil tracée sur un cône dont Taxe 
estOj et l'angle de la section méridienne 270, et qu'elle coupr^ 
les génératrices du cône sous l'angle constant /o. 

On a 

/'o - 3 tangvo. 0/Wo ~ — —-- > 
' eosYo 

/•o^/O — — —■ tang/'o, 
eusYo 

d'où 

(a: l^^.^T?.,/0 

3 tang lo 

ei 

(b) 3=-Ac>0^ 
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en désignant par A la valeur de z pour = o, et posant 

(c) A — , —' 

tang/o 

Supposons qu'on limite d'autre part la surface à un cône dont 
l'ouverture est 1y^, On a 

ro = 3 lang yo, r, = z tang-fi. 
En vertu de la formule (a) ou de 

on peut substituer, dans les formules (a), z à la variable 9; et, 
en désignant par z'<z'' les limites de z correspondant à celles 
0', 0" de 9 pour une portion déterminée de Taire du conoîde, 
il vient 

f d^ f -^î^cos(N,î)=^(lang«Y,-tang«-r«)(5'«-s'»), 

(3) { •■ •' ^^ ^ 

fd^ fr ^^ cos(N, - T,) = i (lang« Y, - tang» y«)(3'^- s'-^), 

- fd(ijr ^ cos(T, Tj = _ l.(iang»Y, - tang»Yo)(3'''-3'3). 

3" De réquilibre de la vrille. — Nous donnerons au filet la 
forme de la surface ci-dessus. 
Soient 

Q un effort longitudinal exercé suivant 2O sur la vrille; 

;)ïl le moment par rapport à Oz du couple normal à Taxe, agis- 
sant sur la tête de l'outil, qui doit s'opposer strictement au 
glissement; 

p la réaction normale de la matière pénétrée, censée répartie 
uniformément sur la surface du filet; 
le coefficient de frottement correspondant. 

11 est évident que est la somme des deux premières des 
expressions (3) respectivement multipliées par/? ci fp; que 
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•)rc est, de mémey la somme des deux aulres multipliées de la 
même manière; on oblient ainsi, après avoir supprimé un 
facteur commun, 

Oit _ ^ 3XtangYiH-tangYo)— 2/(tang'Yi-f-tangYilangYo-f-tang»7o) 
0^9 tang Yi -+- tangfo H- '^ V 

Pour que la vrille ne puisse pas s'enfoncer sous la charge Q, 
sans faire intervenir un effort extérieur rotatif, il faut que 
;^ll <o ou que 

^^ ^ /> — ^^^^i -^J«ngYo 



•i tang'Yi -+- langY, tangyo -+- lang^Yo 

Ces considérations sont applicables au pieu à vis. Le sys- 
tème de pieux qui nous paraît avoir été le mieux étudié est 
celui qui a été construit en i865, pour Tllindoustan, dans les 
ateliers de M. Gouin. Dans ce type on a 

langYi = 0,682, langYo = 0,261 
et 

1 5 = ^ = d'^'^"'' ; 

d'où 

X = o, I î I . 

L'inégalité (4) devient par suite 

/> 0,7.8. 

Pour le fer sur sable, /doit êlre supérieure 0,4 ; il paraît en 
être de même pour le fer sur Targiie, car Morin a trouvé 
/= 0,42 pour le fer glissant sur le muschelkalk. Cette estima- 
tion suffit pour expliquer les excellents résultats auxquels a 
conduit remploi du pieu Mitciiell. 

D'après la relation (b) on a, pour le type Gouin, 

/o= 60° io'. 



vu. 12 
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CHAPITRE VI. 



MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE. 



^ l, — Le corps n'est sollicité par aucune force extérieure. 

69. Préliminaires. — On sait (Poinsol) que l'ellipsoïde 
d'inenie du corps, dont Oo?, Oj, Ozsoni les directions des 
axes principaux, roule sur un plan fixe (P) perpendiculaire à 
l'axe du moment des quantités de mouvement. 

Il s'agit de déterminer la nature des courbes décrites par le 
point de contact ou pâle de rotation m sur Tellipsoïde {pol- 
hodie) et sur le plan fixe {herpolhodie)^ c'est-à-dire d'un 
problème purement géométrique ou, si Ton veut, débarrassé 
de toute considération mécanique. 

Soient a > 6 > c les trois demi -axes de Tellipsoïde d'iner- 
tie, dirigés respectivement suivant Ox, Oj, Oz; /}<« >c la 
distance 01 du point au plan (P). 

En exprimant que le plus grand des moments d'inertie prin- 
cipaux du corps est plus petit que la somme des deux autres, 
on a successivement 



et, par suite. 



(«) 



r.< 


I I 


c'> 


a^b* 


l'> 


a^-^b^' 


a>b* 


<a^-+-b^. 
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Les coordonnées du point de contact m satisfont aux équa- 
tions 

(A) < 

a% ~^' lÂ '^ 7^ ^ ^t' 

60. De la polhodie, — Les ellipsoïdes représentés par les 
équations (A) se coupent suivant deux courbes symétriques 
par rapport au centre 0, ce qui s'explique en remarquant 
qu'il y a deux plans tels que (P) situés à la distancer) de l'ori- 
gine. Mais nous ne considérerons que celle de ces courbes 
qui est réellement décrite par le pôle de rotation. 

Si Ton retranche de la première des équations (A) la se- 
conde multipliée par y?^, on trouve la suivante 



(B) £.(«2_r,«)-4-^_!(/,2„^^2)_^r!(ci-r,«)=o, 



qui représente le cône du second degré qui est décrit dans le 
corps par Taxe instantané de rotation, cône dont Tune des in- 
tersections avec Tellipsoïde est la polhodie. 

Des équations (A) on déduit pour celles des projections de 
cette courbe sur les trois plans coordonnés 

a^ — h^ ^ a^ — r' . a' — r.' 
h* c* 7^* 



a^—b^ , /;« — r« , T.ï — ^»* 






c* T» 



y 



Les équations (C), (C) représentent deux ellipses et Téqua- 
lion (C) une hyperbole. Nous avons à examiner |les trois cas 
suivants : 

I" n > 6. Les plans parallèles à jOz coupent le cône (B) 
suivant des ellipses homothétiques. Ce cône, considéré comme 
droit, est donc elliptique et a a: pour axe de symétrie. 

La polhodie est symétrique par rapport aux plans jO;r, 
zQx dans chacun desquels elle a un couple de sommets. 



k 
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Le demi petit axe de l^ellipse (C"), dirigé suivant Ox, est 






ei l'autre demi petit axe 






il est facile de s'assurer que le premier est inférieur à ci el que 
Tauire est supérieur à b, de sorte que, comme on devait le 
prévoir, la projection de la polhodie sur le plan or Oj n'est 
qu'un arc de l'ellipse considérée. 

Le demi-axe réel de l'hyperbole (C) coïncide avec Ox, a 
pour valeur 



"^V a^ — b^ 



et est plus petit que le demi-axe correspondant de l'el- 
lipse (e). 

:x*» 7î<B. On arrive aux mêmes résultats que ci-dessus, à 
cette différence près que Oz devient l'axe du cône elliptique 
et l'axe transverse de l'hyperbole. 

3» V} = b. Le cône (B) se réduit à deux plans, représentés 
par 

qui passent par Oj et qui sont symétriques par rapport à j^'Oz. 
(]es plans établissent la transition entre les cônes ci-dessus, 
dont les axes sont respectivement 0^ etO:;. La polhodie est 
alors formée de deux moitiés d'ellipses dont l'axe commun dé- 
terminé par Oj est ib. Les carrés des coordonnées des som- 
mets situés dans le plan zOj; s'obtiendront en faisant ^"== o, 
yj = b dans les équations (C) et (C) et seront 

„ a^ h^ — c^ . c> a^—b^ 

v''i-=. , ::î = . 

l\ ai—c^ /A ai — c» 

On a, par suite, pour le second demi-axe des ellipses. 



^ y b^a^—c^) y 



c* — 

b^ 
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Si Tellipsoïde d'inerlie est de révolution autour deOz, on a 
a = 6, et les équations (C), (C), (C) se réduisent aux deux 
suivantes : 



t^ y a* — c- T^* a^ — c* 

La polhodie est alors une circonférence dont le centre est 
situé sur Taxe Oz, et dont le plan est normal à cet axe; le 
cône décrit dans le corps par l'axe instantané est ainsi de ré- 
volution autour de Taxe précité. 

Proposons-nous mainlenani de déterminer les coordonnées 
du pôle de rotation en fonction de son rayon r = Om. L'équa- 
tion 

jointe aux équations (A), donne 

en posant 

' p - ^' >o 



puisque t) > c. 



a^ = b^-^c^-- — >o, I 

_ > 

(H) j ?«=c> + a«-^>o, j 

vî = a«-h ^2 r- > o, en vertu de l'inégalité ( a ). 

On déduit des formules (H) 
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Ainsi l'on a 
.3. (?>T>^ sir.>6, 

En se rapportant aux formules (F) et (G), on voit que j^ ne 
sera positif qu'autant que r<3; que x^y z^ ne seront positifs 
que pour des valeurs de r au nnoins égales à la plus grande 
des quantités a et y. On a ainsi 

rl-( si r, > h, 

On déduit des formules (H) les relations suivantes : 

T,* — aî= — — m^o SI T^ V />, 



! r,» — Y» = -^ -'^ = /> :; o SI 7) ;^ A. 

£n posant 

on a 

La valeur de la fonction 






(1) T = (r«--aï;(r«— 3î)(r«— y') 

sera, d'après ce qui précède, constamment négative pour les 
valeurs admissibles de r. 

En comparant entre elles la somme des équations (F) à 
réquation (E), on obtient les relations suivantes : 

^^ ( PaS4-Q?«4-KY*= ", 

d'où 

(0.) P(y'-2»)h-0(y*- ?*)=-ï^- 
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Nous désignerons par ds Tare élémentaire de la polhodie. 
On déduit des équations (F) 

doù 

et, en ayant égard à la première des relations (y), 

(J) rf.r - ^ ^ . ... ppt^î.^y^Jaî.l.Raïpïjl- 

En raison de la forme de la fonction T, on est conduit à 
chercher à exprimer les coefficients qui entrent dans Texpres- 
sion de ds^ au moyen de n et des constantes a, [3, y substi- 
tuées à a, b, 0. 
Si, dans Texpression 

B = P(3î-H Y*) -4- y(Y*-+- a*) -h R(a* -f- ?»). 

on remplace R par sa valeur déduite de la première des for- 
mules (y) et que Ton ait ensuite égard à la relation (d), on 
trouve 

il) B =^ P( V*— a») -^ 0(Y*— 3V) -+- a«-î- 3« =z a«-+- ?«-t- y'- 

En substituant, dans l'expression 

la valeur de R déduite de la première des formules (y), et en- 
suite celle de P tirée de (d), on obtient pour résultat 

^ l C = Pp«("r*— 3c»j-+-0a«(Y*-?V)-^-a'?* 

^* ( ==Q(p«— a»)(!3»— Y»}-Ha^P*M- p*Y'- 

Cherchons à faire disparaître a* et c' dans Texpression 
De la troisième des équations (H) on tire 
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d'où 

on a, de même, 
Il vient ainsi 

En éliminant c' entre les deux premières des équations (II), 
on trouve 

^Ht,»- 3»)= fl*(r,î— a»)-+- (a«— p»)7)«; 

d'où, en ayant égard à la valeur (rj), 

(K) { =i,[lr,^r^l:zi^^ 

En portant cette valeur dans l'expression ci-dessus de Q, on 
trouve 

L'équation (K) donne 

(L) «''-V^T)^ -^^— -pj , 

en prenant le signe — ou le signe -h, selon que in<b. 

Dans le calcul suivant, il ne faudra pas perdre de vue que 
yj-— (3* est négatif. 

En remplaçant m'— b^ par sa valeur déduite de (L), la for- 
mule (9) devient 

et enfin, en remplaçant 6* par sa valeur fournie par (L) et 
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ayant égard à ((3*^), 

QO«-a«)0«-Y«) 

= fV-p«)Vzbar,v/(r,î-a«)(V-?*)(V-Y')-^(V-«*)(V-T') 

La formule (Ç) devient alors 

En ayant égard à cette valeur et à la valeur (s), la for- 
mule (J) prend la forme définitive 



(I) 



-h tir/*- ^"^ _ha»3«-hp*Y*-hY»a«l. 



61. Équation différentielle de Vherpolhodie, — Nous 
rapporterons la courbe à Torigine polaire 1, pied de la perpen- 
diculaire abaissée du point sur le plan directeur (P). 

Soient p = \m le rayon vecteur du point /w et (p Tangle qu'il 
forme avec une droite ^w^ I^ partant de I tracée dans le 
plan (P). On a 

(P) pî=r*-V. 

Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que, lorsque Tel- 
lipsoïde d*inertie est de révolution ou que a = 6, on a trouvé 
que la polhodie est un cercle dont Oz est l'axe. Le rayon r 
étant constant et égal à j3, il en est de même de p; par suite, 
l'herpolhodie est aussi un cercle. D'où il suit que le mouvement 
du corps est défini par le roulement d'un cône de révolution 
sur un cône ^wit également de révolution. 

Revenons aux généralités. Le rayon vecteur p atteint, en 
même temps que r, ses maxima et minima; d'où il suit que 
rherpolhodie est comprise entre deux circonférences aux- 
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quelles elle esi tangenle, dont l'extérieure a pour rayon 
v/'^^z: :^2 ei l'autre 

v/x* — Tj« si T^ < /». 

Il résulte du roulement de la poihodie sur Therpolliodie 
(jue les éléments correspondants de ces courbes sont égaux 
(H que l'on a 

ou, en vertu de la formule (P), 






/•« 



ou encore, en se reportant à la valeur (t) et ayant égard à la 
valeur (I), 

Mais, si dans l'expression 



('■- ?) 



î A* 

— t/— 2A-+- -- , 



A2 

on remplace -- par sa valeur fournie par (^'*),on trouve la 

somme des termes indépendants de r du second facteur de 
l'expression précédente. 
On a donc 

ou encore 

( ?. ) do ~ 1^,^=, ( ^ip*-^ -1 ) • 

On devra, dans chaque cas, choisir celui des deux signes 
qui rend J9 positif. 

Arrêtons-nous un instant au cas singulier de ft^yj, dans 
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lequel on a a = y = n, A = o, el 

en posant 

L'équation (a) devient 

dp 



do = Ti 



- ? V/Po — ?' 



En posant p = po sinw et désignant par G une constante, ou 
trouve 



Il — 5 

iang- — Ge^t 
2 



Mais, si Ton fait coïncider 1^ avec la direction de po, on a 



// = - pour 9 = 0; par suite, (î = 1 , et alors 

équation qui représente une courbe symétrique par rapport » 
\Xf qui est formée de deux spirales dont I est un point asym- 
ptotique commun. Selon sa position initiale, le pôle m pas- 
sera ou non par le point maximum de la courbe; quoi qu'il 
en soit, il ne décrira réellement qu'une seule des spirales 
pour arriver au point I, mais au bout d*un temps inflni, comme 
on le démontre par d'aulres considérations que les précé- 
dentes (*). 

Revenons aux généralités. Nous conviendrons de faire pas- 
ser Taxe Ix par un point minimum; dp sera positif enlre ce 
point et le point maximum suivant, étendue qu'il nous suffira 
de considérer. Nous avons deux cas à étudier. 

I® yî> ^. Ici A est négatif; mais, en exprimant que le mini- 

mum niy^— -n^) de yjp^ est supérieur à ou que 

OU encore 

(') Tome 1, n- 109. 
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OU enfin, en venu des valeurs (P), (P"), (H), 

ce qui a lieu. Il faudra donc prendre le signe supérieur du dé- 
nominateur de rexpression (2). 

2° n <Cb. Comme A > o, il faul également prendre le signe 
supérieur du dénominateur. 

On aura donc sans restriction 

62. Rayon de courbure de Vherpolhodie. — Soient U 
Tangle formé par la tangente avec le rayon vecteur; R le rayon 
de courbure ; nous avons 

(5) '-^"^-'^-jir^i^'^'-^y 

et, en observant que ds = —-,,'» 

^ cos u 

I do-{-d[] I ,^ ^^f^tangU 



= - lang U -+- cos* U 



RcosU ~ r/p ^-..&- . ^^ ^ ^p 

ou 

I I n?tanfi;U 

= - lanîirU Cl -+- tans*U ) -H 



Si Ton remarque que 

r/p 2^ *^ ^p 

3 



= p(— T)* [(p*-H/w)(p*-4-/0-H(p'-t-/î)(p=-4-;))-+-(p^-+-/?)(p*-+- /w)l, 
réquation (5) donne 

rf- = — ^ -a^tT-hfTipî-i--^) -i-(pî+«)(p»-r-;>) 
^ (-T)M ^ ^' /L + (p'+/>)(pîH-m) 
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et l'on a, par suite, 

p (-T)* _ 



RlOT = - '^ (^'P'-^ ri) -^ (^'?'-^ r7)' 



-+- p* j .4T,T H- 






1 — ('p«-h //|)(p«-f-//)(p«H-/)) 

^U.^^\\ r (p«-^//ô(p'-4-//n ( 

V'^ Wi + pH -^-ip»-f-//)(p«-^A.)U(r.p«-f.4) i 
I L-(p*-H/;)(p>H-w)J ^ ^'/ ) 

d'où, en développant el ayant égard à la formule (jS"') qui 
donne mnpy puis divisant par p*, 

— ^r ^_ = — rp* 1 /// -h // -f- J9 — r,5 — — - ) 

_ |3_+ _ j — xrXmn ^ np -\- pm)\ 

mais on a 

/w H- // -f- /; — 3 r^» — 2(rt* -^ /yî -f- r' ) H , 

mn -t- //y9 -i- />//i = — ( 3 Tj* — «- — /-/î — t*5 ), 

Ti 

par suite, 

p» H cos^u ' ' ^ ' ^' 

(g) / -^ A(rt«^»-h />n«-T- cV/*) 

-I- A(rtî/»î-t-/>«c-»-+-r»«î). 

L'expression 

(__T)2' _ r_ / ^_ A\n« 

cos'U ■ L " V' ""^.V J 

ne peut pas s'annuler, puisqu'on a vu plus haut que l'expres- 

A 

sion •/îp*-' -h — reste positive, quelle que soit la valeur admissible 
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de p, el que T est négatif; donc R ne peut être nul ei, par 
suile, la courbe n'a pas de points de rebroussement. La même 
expression ne pouvant pas devenir infmie, les points d*in- 
llexion , s'il en existe, seront obtenus en égalant à zéro le 
second membre de Téquation (6). Nous avons, à ce sujet, 
deux cas à distinguer : 

I" n > b. Le coefficient de — rrçi^^ dans Téqualion (6), et A 
étant négatifs, il y a une valeur positive de p^ qui annule le 
second membre de cette équation, et cette valeur est 

Mais, en exprimant que celle valeur esl inférieure à son 
minimum 

on trouve 

a* -i- h* 

ce qui est la condition que doit remplir Tellipsoïde d'inertie. 

J)onc la valeur ci-dessus de p^ n'est pas admissible et l'her- 
polhodie n'a pas de points d'inflexion. 

2" yj < ^. Si 

il n*y a pas non plus de points d'inflexion, puisque A>>o el 
que le coefficient de — yj^p* dans l'équation (6) est négatif 
ou nul. 

Supposons maintenant que 

la valeur (7), mise sous la forme 

^ 7j«[2a«6«6'»--73ï(û«^»-h^«c*-+-c*«»j] ' 

ne peut pas être supérieure au minimum de p^, c'est-à-dire à 



a*— 7)« = 



r^ 
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car, s'il en était autrement, on trouverait 

Donc, en résumé, l'herpolhodie n'a ni points de rebrousse- 
ment ni points d'inflexion. Ce n'est donc point une ligne si- 
nueuse, comme l'indique le nom qui lui a été donné par 
Poinsot. 

63. Mode de génération de riierpolhodie i^ * )• — Soient 

i)Xy Oy, Oz les trois axes d'inertie principaux du corps; 

A > B > C les moments d'inertie correspondants; 

/!,/>, q les composantes suivant Ox, Oj, Oz de la rotation 

instantanée &>; 
//, k les constantes qui représentent la force vive et le moment 

des quantités de mouvement; 
OX, OY, OZ trois axes rectangulaires fixes, dont le dernier est 

l'axe du moment des quantités de mouvement; 
OA la trace du plan mobile ^rO^* sur le planXOY, faisant avec 

OX, Ox les angles o et 4^; 

O = 10z; 

<)B, OC les perpendiculaires à OA dans les plans xO)\ XOY. 

On a les équations connues (^) 

\ A//« -+-B/>* -+-C7» -h, 
^*^ j A*//«-T-BV>*-H(:«7- = A*, 





— {\)Nq = o 


et les inégalités 




(3} A// — A»>o, 


C// — A»<o. 



La quantité k'^— B/i peut être positive, nulle ou négative. 

Si l'on pose 

A// -A* , A»— C// 

'^^ '^J=B(Â-"B]' ^»^BTB^(T]' 



(') Dû à M. Pinczon lorsque, en 1887, il était élève de l'École Polytech- 
nique. 
(»)Voir le Tome I, n- 107. 
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les équations (i) donnent 



(-5) 



, B(A-B), , ' ,^ 



et l'équation (2) 



- » 



. _ ^ / AC dp 

on voit ainsi que/?^ est compris entre /?î et/?*f. 
Nous avons aussi les relations connues : 

' A// = - A- sinô sin^^, 
B/? =- Â'sinO cos<j/, 

(7) ^ cosO = ^, 

A' 

fl[© A*/i»-t-Bp» 

Tii " A='/i^-t-B«/>* ' 

La rotation instantanée w donne les composantes 

n cost}^ -h/? siin}^ suivant OA, 
— // sin^^ -h/^cos<}/ » OB. 

La considération de celte dernière conduit immédiatement à la 
composante 

(— // siinj^ -+- p cos<}/)cos6 — q sinO sui/ant OC. 

Si l'on désigne par c Tangle formé avec OA, par la projec- 
tion de 0) sur XOY, on a, par ce qui précède, 

(— // siad^ -h/? cosil) cosft — // sinO 

langj ^- ^ — '— — ^' . ■ '- 

// cos4' H-/? sinif 

En multipliant les deux termes de la fraction par sind et 
ayant égard aux deux premières des équations (7), on trouve 

( A//2-!- Bo«) cos6 — kq{\ — cos*6) 
° ///?(B — A; 

ou, en remplaçant cos^ par sa valeur (7), 

A«— C// q 

tang<j=T j- -'-. 

^ Â(A — B) np 
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Si maintenant on substitue à /^, q leurs valeurs (5), on obtient 



Soient maintenant 

r le rayon de Tellipsoïde d'inertie déterminé par la direction 

de la rotation instantanée o); 
Y) la hauteur au-dessus du plan XOY du plan sur lequel roule 

cet ellipsoïde ; 
p la projection de r sur XOY ou le rayon vecteur de Therpol- 

hodie. 

On a • 

/' = --_ J 
(9) { _ (Poinsot.) 

^•" k 

et 

En retranchant la seconde des équations (i)de la première, 
multipliée par A -h C, on trouve 

, //(A-hC^ — Aî— B(A -f-C — BV>» 
,,.^.,,,^ _^ ^, 

et, en substituant cette valeur dans la formule (10), on obtient 
^ ^ , (A-B)(B-n). , 

(II) P'--- X(:/f ^Pl-P^^^ 

en posant 

, _ (Â »-C//)(A // - Aî^) 
^'^^ ^^ ~ Ai(A-B)(B-C)" 

On remarquera que 

^î --pî^- B(A-bT(b~c) (^'-^^^^- 



(i3) W'J-/'i 



A»B(A — B)(B-C) 

A(Aî — C//)(A»-B//) 



vn. i3 



194 HtlTlfeME FARTIK. — CHAPITRE VI. 

En éliminanl p^ entre les équations (8) et (i i), on obtien- 
drait Féquation polaire de la polhodie rapportée à Taxe OA; 
mais il est plus commode de conserver la variable auxiliaire/; 
pour la discussion dans laquelle on a à considérer les trois cas 
suivants : 

i" /r^— B/e>o. Les équations (i 3) montrent que 

par suiie, p'I pi eip oscillera entre — po et po ' 

Pour p = Oy on a 7 — 90", et p est maximum. 
w p = pçtj » 7—0, » p est minimum. 

Il suit de là que la courbe rapportée à OA est un ovale sy- 
métrique par rapport à OA et que la polhodie est cet ovale 
tournant autour de Torigine toujours dans le même sens, 

avec la vitesse angulaire -^' 

ai 

2« k^ — B/i — o, Alors 

A = v/S/', Pl=p\=pi=^ 5? 



1 ^ /Â(B — C)// 



^, (A-B)(B-C)(//-Ba>«) 
^ ABC // 

Pour p = o, on a j = 90% et p est maximum. 

, // , , /a(B — C) ) qui donne le maximum 

'^ P = n» on a tangcj = 1/ ^-;— rr- l ^ , ... 

' B V <^(A - B) ) de «j, et p est nul. 

Il résulte de là que la courbe rapportée OA est à peu près 
semblable à la lemniscate. 

3" k^— B/i < G. Les équations montrent que 



P\<Pl Pt* ';. 



Pî 
p} 



et p oscillera entre — p^ et/?i : 

Pour /? = o, 7 — 90°, et p est maximum ; 
» p — pi^ (j — 90% et p est minimum. 
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Il suit de là que la courbe se compose de deux ovales symé- 
triquement situés par rapport à OA et ayant OC pour axe de 
svmétrie. 

61. Théorème de Chastes, — En conservant les notations 
du numéro qui précède, désignons par a^ une constante et 
considérons Tellipsoïde 

.r» r* 3» 
A ^ B ^ C 

Si XyXy z sont les coordonnées de l'intersection m de Taxe 
du moment h des quantités de mouvement avec Tellipsoïde et 
r le ravon Om, on a 

A// B/? C<7 

k ^ k k ' 

en substituant les valeurs dans Téquation ci-dessus et en se 
rappelant que Aw2-H B/?2-H Cg2 — /^^ on trouve 

ak 

v/// • 

Donc le point //? décrit Fintersectîon de Tellipsoïde mobile avec 
une sphère. En supposant «== v^, Tellipsoïde est celui de Mac- 
Cullagh. 



§ II. — Du mouvement d'une toupie sur un pian mobile. 

65. Soient 

OX', OY', OZ' trois axes rectangulaires fixes, dont le troisième 
est censé dirigé en sens inverse de la pesanteur; 

X'i, Y|, Z'i les coordonnées, par rapport à ces axes, du centre 
de gravité G de la toupie dont la masse est M; 

<i) X'cosX -+- Y'coSji4-Z'co8;ji — ; 

réquation du plan mobile dans laquelle %, /x, v, Ç sont des 
fonctions données du temps ; 
N la réaction normale de ce plan sur la pointe K de la toupie; 
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G\, GY, GZ les axes parallèles à OX', OV, 01' menés par le 
centre de gravité G ; 

/=GK; 

{\z l'axe de révolution de la toupie pour lequel le moment 
d'inertie est G; 

{\x, Gj deux des autres axes d'inertie principaux rectangu- 
laires dont la position est déterminée dans le corps et pour 
lesquels le moment d'inertie est A ; 

n, py q les composantes de la rotation instantanée autour de G, 
suivant Gx', Gj, Gr; 

G A l'intersection des plans J?G/, XGY; 

GB, GC ses perpendiculaires dans ces plans, comprises évi- 
demment dans le plan ZGz ; 



'"'"x 



9 = AG\, 4> = ,fGA, (/ = jGZ. 
Nous avons d'abord 

— 7-i 1 N COS A , 

( '2 ) \ M — T-r- — N COS u, 

lit 2' 
M -, ,* — N cosv - M«^. 

Jl faut maintenant exprimer que la pointe K reste sur le plan 
représenté par l'équation (1) et, en premier lieu, déterminer 
les coordonnées X, Y, Z de ce point en fonction de 9, ^j^, 0, 

En remarquant que les projections de KG sur GZ et GC sont 
respectivement 

{a) Z — — /cosO, 



nous aurons 

( a' ) 



X =--/sinO siiiîî, 
Y = /sinOcoso. 



Nous avons donc, pour les coordonnées du point K suivant 

OX', OY', OZ', 

X' = — / sin sin 9 -+- X j , 

Y'— / sin6cos<p-4- V'i, 
Z'= -/cosO-Z;, 
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et, en substituant ces valeurs dans Téquation (i), on trouve 

!X', cosX 4- Y'i cos [JL -h Z', cosv 
-f-/(— sinOsintpcosX -1- sinOcos^cosfi — cosOcosv) = ;. 

Si Ton élimine N entre les équations (2), on obtiendra deux 
équations qui, jointes à (3), permettront de déterminer X', 
Y', Z' au moyen de l, ]ut, v, Ç et des fonctions inconnues du 
temps 9, ^, 6. 

En désignant par N^, N>, N^ les composantes de N suivant 
Gj?, Gj, Gz, nous avons, pour les équations du mouvement 
de la toupie autour de son centre de gravité, 

(4) ( B J-r-(A-C}//.y=-/Nx, 

C -^ — o, c'est-à-dire que 7 est conslaiit. 

Des deux premières des relations connues ( * ) 

\' dt ' dt ^ 



d'I d^ ^ 



dt dt 



on déduit 



(6) 



1 siiiO -^ =/?cos<}/ — /isintj^, 
I — = p sin «i^ H- « COS4/. 



Il s'agit maintenant de déterminer N^, N_y^, Nr en fonction 
de 9, 0, 4»» ^'« i^» V. Les composantes Ncos>, Ncos(x donnent 
les suivantes : 

N( cosXcos'f -t-cosjx sincp) suivant GA, 
N( — cosX sin'f» -f- cosîicosçp) » GC, 

(') Tome I, page 35. 
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d'où 

N( — cosXsinç -Hcosfjtcos<p)cos6 suivant GB, 

— N(— cosXsintp — co8fjLC08<p)sin6 >. Gc, 

La composante N cosv donne aussi 

N cosv sinO suivant GB, 
N C08 V cos M G 3 . 

Si donc nous posons 

( p =(cosXsin(p — cos [X cos tp) cos 6 — cosvsin6, 
' J Q = cosXcoscp -4- cosfisinçp, 

nous aurons, pour les composantes de N, 

NQ suivant GA, 
— NP » GB ; 

d'où 

IN2= N[(cosXsin;p — cos jx cos <p ) sin 6 -f- cosv cosO], 
Nar = N(Psini^-4-Qcos^), 
Njr = N(Qsin^/ — Pcosi^). 

Les deux premières des équations (4) deviennent, par 
suite, 

i ^^t -+-(C — A)/?î= /N(Qsini^-Pcos']/), 

(4') \ ' 

\ ^ -/-i-^A — C)//7=— /N(Psin^-f-Qcos<^). 

Les équations (2), (3), (5), (4') permettront de déterminer 
en fonction du temps les inconnues X',, Y',,Z',, n,p, 9, '|, 0, N; 
mais, comme les intégrations ne peuvent pas s'effectuer, on 
doit se borner à calculer des valeurs approchées de ces incon- 
nues, en restreignant le problème général au moyen de cer- 
taines hypothèses que l'on fera connaître à mesure qu'elles 
deviendront nécessaires. 

Première hypothèse, — Nous supposerons que la rotation 
q est très grande, que les angles X, |ut, v varient assez lente- 
ment pour qu'on puisse les considérer comme constants pour 
un certain nombre de révolutions du corps autour de Oz, et 
enfin que 9, 0, N varient aussi très lentement, ce qui exigera 
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que certaines conditions, que Ton établira a posteriori, soient 
remplies. 

En négligeant en conséquence le second terme de la troi- 
sième des équations Cî) et mesurant le temps à partir de 
6 = 0, nous aurons 

et les équations (4) deviendront 

\ -^ -H (C - \)prj — — ISiQsinqt -h? Gosqt), 
A ^^-f-(A- C)Nrj= m(?Sïnqt^Qcosqt); 

d*où, en considérant N^ P et Q comme constantes et désignant 
par a et ^ deux constantes arbitraires, 

A — C ^ A — L IS , r» • r\ 

/# — a 8111 — ; — r/t -h 3 coi' — : — at — , — ( P 81117/ — Q COS7/ ), 
A ' ' A ' C'/ i ^ i 

^ ç^ \ Q /j^ 

p — 1 008 — - — ' qt — 3 sin ' — r — f/f — 7T- (^ cosr//-î- Q sin7/). 

Si Ton désigne par No» Po, Qo les valeurs initiales de \, P, Q, 
pour lesquelles /i — o, /; — o, ces expressions prennent la 
forme suivante : 

« = jT- No ( Po sin - — - qt—QoCos--—^qt \ - N(P sin7/ — Q cos^r; , 

•'j l V f A (' A C' T 

I /> = TT- No ( Po cos — — -' qt--{)o siii — r — qf]— N(Pcos7/H-Q 8in<70 . 

et, en les substituant dans les équations (6), on trouve, en se 
rappelant que ^ --- — qi. 



(lO) 






Si le rapport ~ n'est pas très petit, il faut, pour que et 9 

varient lentement, ainsi qu'on Ta supposé a priori, que 
Vo=^ o, Qo= o; c'est ce qui aura lieu si, à l'origine du temps. 
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CiZ coïncide avec la normale au plan mobile, comme cela ré- 
suite de la deuxième et de la troisième des équations (8) en y 
supposant Nx= o, Nj= o, ^=zo. 
Les équations (lo) se réduisent alors aux suivantes : 

Deuxième hypotlièse, — On supposera que : i" B reste assez 
petit pour que Ton puisse prendre cos9= i; 2" le plan mo- 
bile reste assez peu incliné sur le plan horizontal pour qu'on 
puisse aussi poser cosv = i et négliger les carrés de cosX, 
cosfx, leur produit entre eux et par sinô; Téquation (3) de- 
vient alors 

Z'i — / -H ; — X', cosX — Y\ cosv ; 

d'ailleurs, Ç est l'ordonnée de Tinlersection du plan mobile 
avec OZ' ou, si l'on veut, le déplacement transitoire vertical 
de ce plan. Si donc les oscillations verticales sont très petites, 

il en sera de même de — >Tp» et, d'après la troisième des équa- 
tions (2), on aura, aux termes du premier ordre près, 

comme P et Q sont de cet ordre, on pourra introduire celte 
valeur de N dans les équalions (10'), qui deviendront 

. . d^ IMg? 

dt ~ C(j ' 
OU, en remplaçant PetQ par leurs valeurs (7), 

. . do l}lig . û . > . 

-T- = -.— - (co8 A cos «p + cos fi sin <p ). 
Les deux premières des équations (1) se réduisent aux sui- 
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vantes 



Cl') 



dt^ 



qui feront connaître X', et Y', 
Soient 



= fi'cosX, 



:rr g COS a, 



V = coscGX, 



c - COS 3 G Y, 



a Tinspection des formules («'), on voit que 
(A) r — sinO sin'f, c' — — siiiO cos«p; 

d'où 



de 

dt 



d^) d^ 

s'mo -, — !- sinO oosï' -,-> 
• dt * dt 



de r/0 ... do 

— ,- = — cos'^:' — - -^ sinO smo -,^ • 

(U • r/r * dt 



Si l'on porte les valeurs (lo") dans ces formules, on trouve 



de 



(II) 

en posant 

(12) 



L — -T-mc'-- /wcosfi, 

— /;/ c =: — m (*o.s A ; 

dt 



m — -A-^ 



C7 



Ces équations ont pour intégrales 

/ c :- ro cos/w/ — r'y siiww/ 

i//// / (cos|jLCOS//// — cosX sin mt) dt 



-r- m cosi 



(i3) 



m sin //// / ( COS X eos wr h- cos jji sin ;//r ) c/r, 



.' _ . ' 



c ~ £y COS mt -T- Cq smmt 



- - m cosmt I (cos X cos mt -i- cos fi sin//// ) dt 
//// / (cos ji cos/w/ — cos X sin mt ) r//. 

«^ 



-*- m sin 
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Les constantes co, c^ seront nulles si 9 est nul pour t = o, 
c'est-à-dire si, à Tinstant initial» Taxe de révolution, qui déjà 
coïncide avec la normale au plan mobile, est de plus vertical, 
comme on le supposera. 

Comme //i est très petit en raison de la grande valeur ad- 
mise pour q, l'angle = \/c'^-^c'^ restera très petit. 

11 résulte de là que, si la toupie est terminée à sa partie supé- 
rieure par une face plane normale à Taxe de révolution et si à 
Tinstant initial cette face est horizontale, elle conservera son 
horizontalité pendant toute la durée du mouvement. C*est en 
partant de ce principe qu'on a cherché à créer, sur les navires, 
un horizon artificiel indépendant du roulis et du tangage. 

Les équations (6) donnent 

tangcp--- ^ 
et la troisième des équations (^j) 



6 = — 



qt H- o — ço. 



Les deux autres des équations précitées feront connaître n 
ei p. 

En raison de la petitesse de //?, on peut considér sïn mt et 
cos//i/comme constants dans les intégrales des formules (i3 ); 
car, en intégrant par partie, on a, par exemple, 

/ cos X cos mt dt -- cos/fif 1 cos A dt -i- m s'in mt 1 j cos À dt^ ~ . . . , 

cl si les variations de cosX, quoique très lentes par rapport à 
la rotation du mobile, sont cependant très rapides par rapport 
à celles de sïnmt, cos mt, cette série sera rapidement conver- 
gente et pourra se réduire à son premier terme; ce qui revien- 
dra à considérer cos mt comme constant dans l'intégrale 

I cosXco^mt dt. 
En supposant nuls Co, c„ et ayant égard aux valeurs (6), les 
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équations (i3) deviennent 



i sinOsincp — -p-^ / costia/, 



(«4) 

sin cos z> ^ — V,-- / C08 A (it ; 

/Y ' r7 V 

mais, si l'on a ~ =:^ o, * ■— o pour / :- o, les équations (?.') 
donnent 



•- 



« 



et Ton a, par suite, 

Il résulte de là que la droite symétrique de GA par rapport 
à GX est constamment parallèle à la tangente à la projcetioji 
horizontale du lieu du centre de graviié. 

Si Ton désigne par W la composante horizontale de la vitesse 
du centre de gravité, les équations (i4) donnent 

sin Or. ^^I VV. 

Tout ce qui précède suppose que la rotation q est très 
grande. Mais le frottement de la pointe sur le plan mobile et la 
résistance de Tair réduiront constamment cette rotation, l'axe 
Gj s écartera de plus en plus de la verticale et la toupie finira 
par tomber sur le plan mobile. 



««♦l»M 
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CHAPITRE VIL 



DU CHOC DES CORPS SOLIDES. 



66. Lorsque deux corps solides naturels, en mouvement 
relatif, ayant pour masses M, M' (libres ou assujettis à des 
liaisons, telles qu'un point fixe ou un axe fixe), viennent à se 
rencontrer, il se produit un effet mécanique qui a reçu le nom 
de choc. 

Dans la région de leur contact, les corps se déforment mu- 
tuellement et graduellement et finissent par se séparer, à moins 
qu'ils ne viennent constituer entre eux un nouveau solide. 

Comme nous admettrons qu'il n'y a pas de rupture, les va- 
riations relatives des distances intermoléculaires seront très 
petites; par suite, les déformations seront aussi très petites. 

La durée du choc, variable avec les circonstances dans les- 
quelles il se produit, ne paraît pas devoir atteindre j-J-ô de se- 
conde. 

Pendant cette courte durée, les molécules peuvent être con- 
sidérées géométriquement comme immobiles. 

Cependant, du commencement à la fin du choc, les vitesses 
des molécules ont notablement changé en général en gran- 
deur et en direction. 

Ces changements brusques de vitesse sont dus aux forces 
moléculaires développées entre les deux corps, dans les ré- 
gions du contact, forces qui peuvent atteindre une grande 
énergie. 

On doit donc concevoir que la durée du choc se divise en 
trois périodes : 

1*» Les corps se dépriment mutuellement et graduellement 
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jusqu'à rinstant oii ils atteignent leur plus grande déforma- 
tion. 

'î'* Cette déformation maximum se maintient pendant un 
temps evlrêmement court, infiniment petit si Ton veut. Pen- 
dant ce temps, chacun des corps constitue rigoureusement un 
système invariable, et les composantes normales des vitesses 
des poinis de contact, de l'un et l'autre corps, sont égales. 
Dans son mouvement relatif par rapport à M', le corps M pi- 
vote en quelque sorte sur M' avec un glissement latéral qui 
donne lieu à un frottement dont on fera abstraction dans ce 
qui suit. 

3" A partir de la fin de la seconde période, les corps ten- 
dent à reprendre leur forme primitive, de laquelle ils s'éloi- 
gnent plus ou moins au moment où le choc cesse. 

Dans la première période, il se produit un travail molécu- 
laire négatif dû au rapprochement des molécules de M, M', 
dans la région du contact. 

De la deuxième à la fin de la troisième, la délente des res- 
sorts moléculaires restitue une partie du travail perdu dans la 
première. 

f)7. Éi'aination du travail penUi dans /a première partie 
du choc. — Soient 

i'o la vitesse de la molécule m de M au commencement du 
choc, pris pour origine de /; 

V la vitesse de celte molécule à Tinslant / de la première pé- 
riode ; 

N la réaction normale de M' sur M en un point quelconque du 
contact ; 

0.r, Or» Oz trois axes rectangulaires fixes; 

dx-T-dx-^oz un déplacement virtuel de m compatible avec 
les liaisons du corps M considéré comme invariable; 

on le déplacement du point d'application de la réaction N de 
M' sur M, projeté sur sa direction. 

Nous avons donc pour M 

V « / di'x > dvy ^ de- ^ \ „ ., > 

(t) Zmi^-^ox-^-^j-if^.- -^fSzj = Som N o« . 
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Si le corps M est libre, les d s'exprimeront au moyen des 
coordonnées et de six déplacements arbitraires, savoir trois 
translatoires et trois giratoires; mais, comme on Ta fait remar- 
quer plus haut, les coordonnées doivent être considérées 
comme invariables pendant le choc, d'où il suit que les 6 
peuvent être regardés comme constants. Il en serait de même 
si M était assujetti à se mouvoir autour d'un point fixe ou d'un 
axe fixe ; car, dans le premier cas, les d s'exprimeront au moyen 
de trois rotations arbitraires, et le second au moyen d'une 
seule rotation. Donc, quoi qu'il en soit, on peut intégrer 
l'équation ci-dessus en considérant les o comme constants, 
ce qui donne 

y: m [( v,r — t'oj- > ^-^ -+- ( t'.> - <'or )V —^^'z — *'oz )^^]~ Som on j N dt. 

Jq 

Supposons maintenant que / se rapporte à la fin de la pre- 
mière période du choc ; comme le mouvement réel du corps 
pendant la seconde période est compatible avec les liaisons, 
s'il en existe, on peut prendre 

o.r — i\c dt, or ~ iy dt, oz= v- dt, 

et alors l'équation ci-dessus devient 

Nous aurons une équation semblable pour M' ; mais, comme 
6n = — on' y en ajoutant les deux équations, nous trouverons 

le signe 1 s'étendant maintenant à l'ensemble des molécules 
de M et M'. 
Soit 

l'accroissement de la force vive des deux corps de la fîn de la 
première au commencement de la première période du choc. 
En retranchant de celle expression le double de l'équation 
précédente, on trouve 
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Donc : 

Im perte de force vive éprouvée par l'ensemble des deux 
corps y à la fin de la première période y est égale à la force 
vive due aux vitesses perdues. (Théorème de Carnol. ) 

Si l'on désigne par w la vitesse perdue par m, et par G^i la 
vaieur absolue du travail moléculaire absorbé dans la pre- 
mière période, on a 

•2 

68. Demi-accroissement de la force vive après le choc. — 
Soient cj la vitesse de la molécule m après le choc; (T., le 
travail moléculaire restitué dans la troisième période, on a 

- mcj - nw'i 

— 1 1 -'- G.V 

Avant de discuter cette équation, nous allons considérer 
les deux cas extrêmes suivants qui, envisagés chacun à un 
point de vue absolu, n'ont qu'un caractère hypothétique. 

!•* Les corps choquants sont complètement dénués d'élas- 
ticité, — C'est à peu près le cas de deux masses de plomb, 
d*argile peu humectée, etc. Ici le choc s'arréle à la fin de la 
première période et l'on a 

2 2 

2" Les corps sont parfaitement élastiques. — Les corps 
reviennent exactement à leur forme primitive après le choc : 
ce qui se rapproche du cas de deux billes d'ivoire, d'une bille et 
d'une table de marbre, etc. Le travail moléculaire développé 
dans le choc étant nul, on a 

2 

Revenons maintenant à la réalité ou aux corps semi-élas- 
liques. Il paraîtrait naturel de poser 

V étant une fraction dépendant de la nature des corps cho- 
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quants et peul-èire de leur forme dans les environs de la 
zone de contacl; alors on aurait 

en posanl 

mais on admet que la perte de force vive après le choc est 
proportionnelle à la force vive due aux vitesses perdues wtt, et 
Ton pose en conséquence 

e étant un coefficient spécifique de même nature que p. 

Celte dernière équation s*applique aussi aux deux cas ex- 
trêmes ci-dessus, en y faisant respectivement e = i et s == o. 
Nous ferons remarquer plus loin que les deux hypothèses 
que nous venons d'énoncer conduisent à des résultats de la 
même forme dans la question du choc de deux corps libres. 

6î>. Mouvement que prennent deux corps choquants 
libres après le choc. — Considérons d*abord le corps M, et 
soient 

A W point Je choc ou le point de la surface par lequel passe 
la résultante N des réactions, variables avec /, de M' aux 
différents points de la zone de contacl avec M; 

AX la direction de N; 

AY, \Z deux axes rectangulaires perpendiculaires à AX ; 

Xi, Y,, Z| les coordonnées du centre de gravité G de M; 

iiXy Gr» G<j les parallèles en G à AX, AY, AZ; 

et avant le choc : 

Vo, Wo les vitesses de G et A, estimées suivant AX ; 

fiQ, po, //o l(^s composantes de la rotation instantanée de M 

suivant Gx, Gy, G z; 
Po le moment des quantités de mouvement giratoire autour 

de G; 
Jo la force vive correspondante; 

Ma^—lm(X''^z'^),Mb'^=:lm(z^-¥-x^),Mc^=lm(x^-hx^) 
les moments d'inertie de M par rapport à G^r, Gj, Gz; 
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2//i^5 = Mx. Imzx = M'n9 2/wj:j=:MÇ des quantités que 
]'on sait calculer. 

Nous supprimerons Findice o pour les quantités qui se rap- 
portent à la fîn du choc, et nous affecterons de Tindice Xy par 
exemple, la projection d'une longueur sur l'axe AX. 

Nous avons ( * ) 

(A) I Pv-M(/?^*-«77 -//Ç), Po:^=..., 

( Pc = M(^c*— /iT, — /?x), Poe =^... 

et 

(B) ir=fi?^-^p?y-^qV,, Jo-.... 

La vitesse du centre de gravité G, estimée dans le plan 
YAZ, restant constante en grandeur et en direction pendant 
la durée du choc, n'intervient pas dans les équations du mou- 
vement, et l'on peut en faire abstraction, ce qui revient à con- 
sidérer Vo et V comme étant parallèles à AX. 

Nous avons 

(i) \y^\-pZi-hqYu Wo-... 

et, pour l'équalion du mouvement de translation, 

(3) M(V-Vo)=/n^//. 

Les équations du corps autour de son centre de gravité 
sont les suivantes : 

Px— Pox = M[aî(/« — ^'0) -Ç(/^— 7^0 )—T) (7—70)] = o, 
Py^Poy^yi[hHp-'Po}-V,(q-fJo)-^Oi-no)\ = -Zifsdt. 



(3) 



(») Soit, par rapport à Ox, Oy, Qz, v la vitesse de l'élément matériel m 
ou (x, y^ 2), on a 

v^=pz — qyy sf^= qx — nz, v.— ny — px 
et 

J = Zmlipz — qyy-hiqx — nzy-\-{ny—pzy] 
= M(a*;i»-f-6»/>'-t-c'^' — i x/><7 — 2 r^qn— 2 ^np). 
VII. I \ 
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OU, en éliminani Timpulsion au moyen de Téquation (?.), 

(î) I 6«(/7-/.o)-x(7-7o)-;(''"-"o)=---Z,(V-Vo), 
( c*(7 — 7o) — ^i(« — "o) — 7.(p— /?o)= Vi(V — Vo); 

on tire de là 

i // — //„ — a(V-- Vo), 
(5) < p-p, = 3(V-Vo), 

( 7-Vo = ï(V-Vo), 

les coefficieni? a, p, 7 étant déterminés par les équations 

( «*« — ;? — ^j =0, 

(G) /,«'^_y.^__;a =-Z„ 

( r«Y - T,a — y3 — Yi. 

Des équations (A) on déduit, en ayant égard aux rela- 
tions (6) et (1), 

aP^-f- pP^-h VP, - M(- />Z, - 7V» ) = M(W - V); 
par suite, 

(7) aPoa:-f-?Poj- yPoc=M(Wo-Vo). 

L'équation (1) nous donne, en nous reportant aux va- 
leurs (5), 

\V-Wo=-(V-Vo)[i--?Zi-v-yV,] 

OU 

(8) W=À(V--Vo)-*-\Vo, 

en posant 

(8') X.-.i-?Z,-- vV,. 

Nous reconnaîtrons plus loin que la constante 1 ne peut 
pas être inférieure à l*unité. 

L'accroissement de la force vive après le choc est, en ayant 
égard à la valeur de J, 

F = M(V»~ VJ) H- ?xn - Pox^'o -^ ?yp- VoyPo -f- ?zq— Po=7 
= M(V«> - VJ ) -+- (^x- Pox)n H- (P^~ ?oy)p - (P.- Poz)q 

-!- Pox ('' — «0) -^ ^\y(p—po) H- Ps(<y — 7o). 
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Mais les premiers membres des équailons (4), multipliés 
par M, ne sonl autre chose que les valeurs de P.r— Pqj:» 
IN — Poj, Pr— Pos; si, de plus, on substitue dans Téqualion 
précédente les valeurs (5), on trouve 

F = ( V - Vo) j [M(V-+- Vo) - /^Z, -f- r/Yi I -^ aPox-i- ?Por-f- ïPoz | 

ou, vu (7), 

F - M(V - Vo)( V-i- \Vo— /?Z, -i- 7 Y,). 

Si l'on remplace maintenant p et q par leurs valeurs dé- 
duites des équations (5), on trouve 

F=:M(V-Vo)[V-i-VVo-^aZ,-f-7oVi-.-(V-Vo)(-Zi?-i-ï,-r> 
- M ( V — Vo ) [ V H- Wo - /?o Z , -i- 7 V , -^ ( V - Vo ) ( X - I ) ] . 

En substituant ensuite à 90 Vi — p^'Ls sa valeur fournie par 
réquation (i), on a finalement 

(îO F = M(V- V„)[X(V-Vo) 4--2\VoJ. 

La force vive G, due aux vitesses perdues après le choc, 
est égale à la somme des forces semblables du centre de gra- 
vité où la masse serait concentrée et du corps dans son mou- 
vement relatif par rapport à ce centre (* ). i-a seconde de ces 
forces vives partielles s'obtiendra en remplaçant /î,.p, q par 
n^— n, po — py qa— q dans la formule (B), par suite, dans 
les valeurs (A), et l'on obtiendra pour résultat 

M j [^'(//o— '0"ï (p^ --p)~-'n(fjo- -fl)](no~n) 
■4- [^*(;?o — P ) -- X (70 — 7 > ï ("0- - '0] (po --p) 
-f[c*((fo—q)- r, (fi,^.-fi) — y(po~-p)]((io—q)\ 



(') Soienl, en général, U la vitesse du centre de gravite; u la vitesse re- 
lative de m; la force vive due aux vitesses perdues est 

^^ [( ^cr-'- "or- ^r— 'O' -^ ' - '] 

et, comme L/?ï/«^,— o, Smw^ - o, . . ., on arrive au théorème énoncé. 
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OU, en se reporlani aux valeurs (5), puis aux relalions (6), 

M(v-Vo)*f(«'»-î?-vr)«-^^^»?-z7-;«;?-+-(^*ï--^.«-7.P)ïl 

-M(V-Vo)*{-?Z|4-yV,). 

ou encore, vu (8'), 

M(V-Vo)-(X-i). 

Comme, par sa nature, celle quantilé est essenliellemeni 
positive» on voit que Xîii. 

Nous avons donc pour la force vive totale due aux vitesses 
perdues 

(lo) G = MX(V-Vo)«. 

Nous accentuerons les lettres pour le second corps; mais, si 
nous rapportons son mouvement à OX, OY, OZ, nous de- 
vrons changer le signe de N dans les équations (2) et (3), et 
nous aurons d'abord 

Les formules (9) et (10) s appliquent ici sans restriction, 

puisqu'elles ne résultent que de Télimination de f^dt entre 

les équations (0 et (3) et que, par suite, elles sont indépen- 
dantes du signe de N. 
Des équations (2) et (2') on tire 

(il) M(V - Vo) -H M'(V'- V'o) - o. 

En nous reportant à la formule (J3), nous avons à exprimer 

que 

F-^r=-.-£(G-i-G'). 

ou que 

M(V-Vo)[X(V-V«)-h2Wo]-hM'(V'-V'o)[X'(V'-Vi)-h2Wi] 
= -£[MX(V-Vo)*-M'X'(V'--Vi)*l, 

ou encore, vu (i 1), que 

X(V-Vo)-i-'->.Wo-lX'(V'-V'o)--2W'o] 
= _6[X(V-V«)~)/(V'-Vi)]. 
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De celte dernière équalion et de Téquation (ii) on tire 

\ '~ (~i-he)(M'X-+-MX')' 

l ^ "~ (i-f-e)(M'XH-MX')' 

ety en se reportant à la formule (8), 

(li) < 



9.X^M(VVo-VV;) _^ 






Enfin on a, pour Ja perte de force vive 6(G -+- G') éprouvée 
après le choc par les deux corps, 

dont la moitié représente le travail perdu pendant le choc et 
qui a élé employé à déformer les corps. 

En supposant £ = i, on a, pour la perle de force vive dans 
un choc de deux corps dénués d'élasticité, 

M'Xh-MX' 

Celte expression représente aussi la perte de force vive à la 
fin de la première période du choc de deux corps quelconques. 
Si Ton adopte Tliypothèse représentée parla formule (a), 
on a 

M(V - Vo) [X(V- Vo) -- 2W0I - M'( V - V',)[X'(V'-V'o) -f- aWi J 

" " M'X-f-MX' 
ou, en éliminant V au moyen de Téquation (11), 

Cette valeur s'accordera avec la première des équations (12), 
en prenant 
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Peu importe donc Tune ou Taulrc hypoihèse, puisque roii 
n*a, en définitive, qu'un seul coefficient à déterminer par 
Texpérience. 

On dit que le choc est direct quand la normale au point de 
choc passe par les centres de gravité des deux corps. Dans ce 
cas, on a ^r=i,X'=i, et, vu (i), W = V, W' = V' et, par 
suite, les mêmes relations avec Tindice o. 

Admettons que, dans le choc direct, la masse M', d'abord 
en repos, soit assez grande pour être considérée comme in- 
finie par rapport à M'; les formules (12) donnent V'=:^o et 



VJ Vl-f-£/ 



Ce cas est sensiblement celui d'une bille d'ivoire tombant ver- 
ticalement sur une table horizontale de marbre. On a constaté 
que la bille se relevait, après le choc, aux | de la hauteur pri- 

mitive. En admettant donc ivj — 0' on trouve 

Z -- o, 101. 

70. Du choc de deux corps solides, dont l'un M est libre, 
tandis que /'autre M' est assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe OZ'. — - On prendra pour origine le pied de la 
perpendiculaire abaissée de (i' sur Taxe ^\\^\ Taxe OY' sera 
dirigé suivant OG. On choisira le sens de OX' de manière que 
la projection de / N dt sur sa direction soit positive. 

Soient 

0G'=/; 

1' le moment d'inertie de M' par rapport à OZ'; 

«, fe, c les coordonnées du point de choc A parallèles à OX', 

OY',07/; 
a, p, y les angles formés par J Ndt avec OX', OY', OZ'; 
<»)'y, 0/ les vitesses angulaires de M' avant et après le choc, 

censées positives de la gauche vers la droite en se couchant 

suivant Z'O. 

En conservant les notations qui précèdent, on a d'abord, 
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pour M, 



(I) 



. p ==M(V-Vo)[X(V-Vo)-r-2\Vo], 

) G = MX(V- Vo)*, 
I M{V — V„)^- Tn^//. 



Les momenls de — / N rf/par rapport à 0X\ OY', OZ'soni 

on. X' = ( c ces p — ^ ces Y ) / N dt, 
( X ) l OTIy — {a COS7 — c cosa ) j ^dt^ 

\ DlLz- = ( /i cosa — a ces ?) / N dt. 

On a, pour le corps M', en prenant les momenls par rapport 
àOZ', 

(3) V {iii' — hi'^) = (^cosa — flcosp)/ Nrf/ 

OU, en vertu de la troisième des équations (i), 
( •) l'K— w'o ) = (^» cos^ — a cosp) M(V — Vo). 

L'équation des forces vives donne* 

M( V - Vo) i uy - Vo ) '\- 2\v„ 1 -i- i'(to'*- w'o» ) 

= - e[MX(V - Vo)» -h i'( w'- co'o )*] 

ou, en éliminant !'('»'— oj'^j) au moyen de l'équation (4), 

X(i ■-e)(V — Vo)-h(i -h îM^cosa — rtCOSp)w' 

— --îkWo — (l — £) (^C0S2 — fl!C08 3)Wo, 

et, enfin, en éliminant (V — Vo) au moyen de Féquation pré- 
citée, on a, pour déterminer w', 

/ (i-h £) [Xr-t-M(/>cosa — flcosP)*] w' 
(5) \ = [{\-\-z)\\'--i\ — £)M(/iCOsa — ^cosp)*](Oo 
\ — 2M(/>cosa — rtcosp)Wo. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les conditions 
qui doivent être remplies pour que les guides de l'axe OZ' ne 
reçoivent pas de percussion. 
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Nous avons d'abord en projection sur OY', OZ' 



cos 



3 / N dt = o, COSY / N <// = o ; 



d'où p =: ()0®, y = oo* et a = o, conditions que nous suppose- 
rons remplies. 

Si nous remarquons que la vitesse /w' de G' est dirigée 
dans le sens négatif de 0X^ nous avons aussi 

(fi ) M l(w'— (o; ) =r Cs dt ; 

d'où, en vertu de Téquation (3), 
(;) r=M'/>/, 

ce qui exprime que le point de choc doit se trouver dans le 
plan parallèle à X'OZ' passant par le centre d'oscillation 
de M'. 

La vitesse du point m de M', dont les coordonnées sont a?, 
r, ^, due à la rotation w', a^ant pour composantes — &)'r 
suivant OX' et fx)'x suivant OY', on a 

(a>'— (Oq ) Zmxz = ORv 
OU 

(8) Swj3 = o 

et 

(to' — io'q ) Zm.rz = a 1 ^ dt. 

De cette dernière équation et de l'équation (3) on déduit 

/; I.mjrz 



(9) ^ = 



1' 



On voit que, si OZ' est un axe principal d'inertie, il n'y aura 
pas de percussion sur cet axe, si la direction de Wo esl per- 
pendiculaire au plan Z'OY' et passe par le centre d'oscillation 
de M'. 
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En admettant qu'il en soit ainsi, les formules (4) et (5) de- 
viennent 

(4') r(a>'-w'o) = M/HV-Vo), 

On déduit de la seconde de ces équations 



10 'J)q = — — 



2M/>f/>w'o-v-\Vol 



En se reportant à Téquation (6) on voit que, pour que 
f^dtsoïl positif comme on l'a supposé, il faut que 

^(o'o-f- Wo<o, 

ce qui est la condition, évidente a priori, pour que les deux 
corps puissent se rencontrer. 

Si M' est au repos à l'instant où le choc commence, Wo est 
nécessairement négatif, et l'on a 

2M/AV0 



Dans le cas où les deux corps sont dénués d'élasticité et où 
le centre de gravité de M se trouve sur la direction de Wo, on 
a £ =: I , X = I , Wo = Vq et 

M^\V„ 



a> = — 



l'-^Mh* 



Si Mfe2 est négligeable devant T, on retombe sur la formule 
connue qui se rapporte au pendule balistique. 
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CHAPITRE VIII. 

HYDRODYNAMIQUE 



î^ 1. — Développements sur r/ue/ques questions (*). 

71. Démonstration due à Cauc/iy du théorème de Im- 
grange relatif ait potentiel de la vitesse^ — Nous avons cru 
utile de substituer cette démonstration à celle de Lagrange, 
qui est considérée comme insuffisante. 

Soient 

OXy Oj, J trois axes rectangulaires fixes; 
U le potentiel rapporté à l'unité de masse des forces extérieures 
qui sollicitent les molécules fluides 

et, à rinstant ty 

./•, ^', z les coordonnées d'une molécule m\ 

. , du , dv , div . 

//, c, n' et // = -.-» ^' = ,9 (r'— — -- les composantes res- 
pectives suivant Ox, Oj, 0^ de la vitesse et de l'accéléra- 
tion de m ; 

p, p la pression et la densité du fluide au point (x, r» ^)> la 
densité p étant constante ou étant une fonction donnée de p. 

Nous avons, pour trois des équations du mouvement du 
lluide, 

p dj: àx ' 

I àp 0{] 
P àr Of 

p fh ôz 



C) Voir le Chapitre XIII du Tome II. 
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Si l'on pose 

(I) 

il vieni 



f^^dp^-Vr^Q. 



— -h n -r o, 



— i -f-d' — o. 
\ ffZ 

Nous caractériserons par l'indice o les éléments qui se rap- 
portent à Félat initial d'une molécule. Comme, en suivant la 
molécule /w, ses coordonnées x, y, z dépendent deojo, Jo, 
Jo, /, on peut écrire 

Dans ces conditions, on a 

f).V f)>- ()Z 

( 4 ) w -.= --- , <•=-!-, i\> — - - , 

dt ot Ot 

et, au lieu des équations (2), 

-^ -h r- = O, 

---+--— — o. 
f)z Ot 

Au nouveau point de vue auquel nous nous plaçons, nous 
avons 

dQ_ OQ àr_ ^ ^>* ^ ^ J^^ 
Oxq Ox flvo àj' Oj'o ' ôz ôjro 

OQ^ _ ÔQ do- âij ày àQ Oz 
Oj'o ôx ôyq ôf ôva Oz Ojq 

fH) _ OQ Ox ^ ^ _^^^ ^, 
Ozq Ox Ozq Oy Ozq Oz Oz^ ' 
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d'où, en éliminant -^> . > —^ au moyen des formules (2'), 

ox or a- 

du dx f)i> ô)' (h%* ôz àO 

Ut (Ira ^^ f^'^'o ai oxq oXi) 

. du dx f)v dr àiv ôz àQ _ 

' dt Ôjtq Oi 'ho dt dr^ dy^ "" 

(hi dx ai' ôy ôiv dz d{) 

^ =0. 



\ dt Ozq dt dZii f^^ ^^0 dzo 

Si Ton retranche : i* la deuxième de ces équations différen- 
tiée par rapport à Xq de la première diiférentiée par rapport 
à jo ; 2*» la troisième différentiéc par rapport 37*0 de la deuxième 
différentiée par rapporta z©; 3* la première différentiée par 
rapport à Zo de la troisième différentiée par rapport à Xo^ on 
obtient trois nouvelles équations indépendantes de Q, et il 
suffît de considérer la première dont on déduira les deux 
autres par les permutations tournantes. Nous avons ainsi 

/ d^u dx d^u dx d^v dy d^v dy 



\ dtdvQ di\, dtdxa dy^ dtdy^ dxQ dtdxo df^^ 
(a) < 

j d*w dz d^iv dz __ 

\ dtdjo dXij dtdxo djQ 

Si Ton différentie par rapport à / l'expression 

, , du dx du dx dv dy dv dy du' dz div dz 
Ojq dxQ dxo dJr^^ ~^ djr^ dxo dxo dfo djo dxo dxo dfo 

et si Ton remarque que Ton a, par exemple, 

du d^x du d^x du du du du 



d}Q dtdXo dXo dtdjo djQ dx^ dxo dj^Q 



= 0, 



on trouve le premier membre de Téquation (a); d'où il suit 

que l'expression (b) est constante, et comme, à l'instant 

initial ou pour x=Xoy ^' =^j^o, z rz= Zo, elle se réduit à 

âuo âi'o ... , 

-T . -> »1 vient 

àxo àxo 



(6) 



du dx du dx di' dy dv dy 

dfo dxo dx^i dfo dfo dxo dxo dfo 



dw dz dw dz __ duo dvo 
dfo dxo dxo dfo dfo dxo 
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Dans ce qui suit nous poserons 

"^' "^ ôz " àr' '/•" ^ ôTo" oyi' 

En substituant dans Téquation ((>) les expressions 

f)// (ht ô.r du ÙY ou f)z 

Oxq ôx Oxq f)jr Oxq Oz c^x,, 

Ê!L - 
. ~-~ • • • . 

àj'o 
ô^'_ _ 

' — — • « « ^ 

Oxq 

fV _ 
~. — • • • ^ 

- — ■ • • » 

OXq 



à y 

cm trouve 



y [ àr i)x ÙY ô.r \ / ()z ÔY f)z f)Y \ 

(f)z (hr Oz à.r \ 
ÔXq ÔJq Oyq flxoJ ' ^^' 

d*oii l*on déduit, par les permutations tournantes, 

/dr t)3 Ox f)z \ y ( '^y '^■'' '^* ôcX / ÔY ôz ôy ôz \ 

' \dxo ôzo ôzo ôxoj ^ \ôXo ôz» OZq ôx^ / ~^'- \'>3o ÔX^t ÔZo ÔXoJ "" '**' 

Si Ton pose 

i).r dy ôz ôx ôy ôz ôx ôy ôz ôx ôy ôz 
ôxq ôJo ÔZo <^*^o ^^0 'l>^o ôYo ôxo ôZq ôjo ÔZo '^''o 

ôx ôy ôz ôx ÔY '^^ ___ / , ^^«^ f^.y ôz \ 

ÔZo ÔYo ÔXo ÔZo ÔXo ÔJo '^\~ÔXo Ôfo ÔZo}* 
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les équaiions précédentes donnent (M 

y i^ /y âz f).r f)z \ 



Nous reconnaîtrons plus loin que le déterminant 

^ / fi.r (fy dz \ 
\ rf.ro 'djQ dZii j 

ne peut pas être nul. 

Si donc xo — ■ o, 7)0 r^ o, Ço = o, ce qui aura lieu notamment 
lorsque le fluide partira du repos, on aura constamment / = o, 
y; = o, Ç = o, c'est-à-dire que 

// dx -r- V dr H- z dz 

sera la différentielle d'une fonction 9 de ^, j, z qui, en géné- 
ral, renfermera le temps. 

Soientrf.ro, r/n», dz^ les arêtes d'un parallélépipède élémen- 
taire partant de la position initiale de la molécule m. Ces arêtes, 
considérées comme matérielles, se modifieront pendant le mou- 
vement, et, lorsque la molécule sera venue en (-c, r, z), on 
aura 

An Hea de SalrantO.r. SulTaniU,>. Sulrani O^. 

, tir âv . i)z j 

{ùtn -, — axo -~ dxo - — a.ro 

OXq OXq 0x0 



-— rfïo T~ rf'o •.— -" 



dvo -^ rfïo T- rf>'o •-- '(>o 



dx , ^f ^ ^^ ^ 

UZq r — uz^ — — «^0 - — nZ\) 

OZq OZq OZn 



(*) Kn faisant le calcul, il faut avoir soin de mettre en évidence aux 
numérateurs le facteur S, qui se présente naturellement. On voit ensuite 
facilement que le dénominateur commun est S*. 
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La masse du parallélépipède déformé sera devenue ( ' ) 

Or, comme elle était po dxo dy\ dzo à Tinstant initial ol 
qu'elle n'a pas varié, on a 

f ^ c/-4- '^-^ ^J' ^^ \ 

[ fJJlf tl'V il z \ 

On voit ainsi que le déterminant S =h r^ - - ) ne peut 

^ \ ôxo ôxo àzoj ' 

pas être nul et qu'il se réduit à l'unité dans le cas d'un liquide. 

La forme (9) donnée h l'équation de continuité, ainsi que 
les équations (5), avaient été obtenues par Lagrango. 

Dans le cas actuel, les équations du mouvement d'un fluide 
se réduisent aux suivantes : 

p de '}. \f)jc* dr* dz^l dt 'à, 

(10) < ^ ào . d^ , do 

dû ^ d.r ' f>r dz 

dl dx dj' dz 

en désignant par V la vitesse d'une molécule qui, à l'instant /, 
a pour coordonnées x, y\ z. 

72. Mouvement permanent d'un liquide pesant contenu 
dans un vase dont ia paroi est de réuo/ution autour d'un 

axe vertical Oz. — Nous avons, d'après le n<»225 du Tome 11, 

do 
en remarquant qu'ici -'- doit être remplacé par une constante, 

d^o i do d^o 
dr^ r dr dz^ 

(2) r-=.g,.:.consi.-:-{^^-^—y 



(•) Soient 

K »»» c., 

A., B„ C„ 
A„ B., C, 

les projections des arêtes d'un parallélépipède quelconque surOx, Oy^ Oz, 
Le volume de ce parallélépipède a pour expression 

A . B. C. - A. B. C. ^- A, B, C. - A. B. C, -l- A. B, C. - A. B. C. = S ( ri: A. B. C, ) . 
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L'écoulement est censé avoir lieu par un oriOce horizontal 
résultant d'une troncature au sommet du vase. 
La condition relative à la paroi est 

(3) -^dr— -' dz = o, 

^ ' ()z Or 

Nous désignerons par po la pression atmosphérique et 
respectivement par les indices o et i les quantités qui se rap- 
portent au bord de la surface libre et à celui de Torifice. Nous 
aurons, au lieu de Téquation (2), la suivante 



n—p 



/ ,1 /()?« do^\ 



qui deviendra celle de la surface libre en y faisant/? = /io. 
La condition relative à l'orifice sera 

Si Ton représente par r:=/'(r) l'équation de la surface, il 
faudrait pouvoir déterminer une fonction 9 satisfaisant à l'é- 
quation (i) et à celle-ci : 

â^ do j.,^ 

,7 - i,^ fc-j = o. 

Comme cette recherche présente des difficultés qui parais- 
sent insurmontables, nous allons, à l'inverse, nous proposer 
de chercher quelques formes de la fonction satisfaisante (i) 
et qui rendent intégrable l'équation (3); l'intégrale sera l'é- 
quation de la paroi. 

(a), La forme la plus simple de 9 est 

a et h étant deux constantes. En désignant par A une autre 
constante, l'équation (3) nous donne, pour celle de la surface, 

ia) r= ■ . 

y a -h uz 

Nous avons, par suite, 

do Ab 

r)l "" 7 pour 5 = 5o, s = 3l, 

'"^ 'lya-i- Oz 
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et réqualîon (4) devient 

(3. - 3.) = i [l^l*! ( _i^ _ ^. -I^.-j -. (« ^- t.O- 

d'où 

A = ^ y ^.^ 

On a donc, pour le volume du liquide débile par seconde, 

(b). L'équation (3) pourra encore s'inlégrer si -p> -y^> 

par suite 9, sont des fonctions homogènes de /• et z. 
Nous poserons, en conséquence, 

r: d ou -^ = — ^, >^ = _, 

Or r dz r 

puis 

a étant un nombre nécessairement supérieur «à Tunité pour 
que y- s'annule avec r. En substituant dans Téquation (i), 
on trouve 

On a ensuite 

I 1 fH , ^ f/'i» 
(II) 

?^~^ Oz ~" dl* 

et réquation (3) devient 

tI — r — '- 

Supposons qu'on ait pu obtenir une intégrale particulière 
'^, de l'équation (5). En posant vj/ — Uij'i. on trouve faci- 

VII. ij 
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lemenl, pour l'intégrale générale de celle équalion, 

( 7 ) -^ - [A - B J L'^l^^LJLrfr J ^, , 

A et B étant deux constantes arbitraires. 

Pour essayer d'obtenir une intégrale, telle que ^i, cherchons 
à satisfaire à Téquation (5) par une suite de termes, telle que 

iL — V i rm 

Y — — -^m *» • 

dans laquelle m est un nombre entier positif. En substituant 
et identifiant, nous trouvons 

(a — ni)^ 

^ '^^ ^'«-^^ - "" (7/1-+ iTûr:^ i ^^"'• 

Si nous supposons d'abord que //} est un nombre pair 
2/i — 2, nous trouvons 

(lo) A,« =(—!)'»' *- —ÀQ. 

I . '2 . i . . . i // 

En faisant //i — 2/^ — i , on obtient 

, . . , ^^ f(a--i)(a— 3 )...(a — 7./I -^i)]î 

On voit ainsi que ^ sera représenté par deux suites de 
termes dépendant chacune d'un coefficient arbitraire. Mais 
l'intégration de Téquation (3') ne pourra se faire que si ^ est 
composé d'un nombre fmi de termes, et il faut alors que a soit 
un nombre entier. En effet, selon que a sera un nombre pair 
ou un nombre impair, on obtiendra une intégrale particu- 
lière ^i de l'équation (5), composée d'un nombre fini do 
termes, en prenant Ao= i, Ai = o ou Ao==o, A| = i. 

Supposons d'abord « — 2, nous avons 

'^i-i 2;^ 



et 

I / (,..-n\t I 

2 î« ). 



^ - [a - n/ii^:^. .c] (. 



L'intégration peut s'effectuer en posant Ç = tango; mais, 
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comme elle introduit des logarithmes, Téquation (3') ne 
pourra faire connaître r que par une quadrature. 
En prenant a = 3, on a 

L'intégration peut encore s'effectuer par la môme méthode 
que ci-dessus; mais on arrive à un résultat encore plus com- 
pliqué. Si Ton prend B rrr o et si l'on désigne par C une con- 
stante, on trouve 

2î I r. 

r* .\ /•• 



é(|uation que nous ne nous arrêterons pas à discuter. 

73. Équations du mouvement d'un liquide en coordon-- 
nées curvilignes orthogonales, 

(a) Rappelons d'abord, principalement en vue de les com- 
pléter, les formules du titre (a) du n" 32, [en supprimant la 
distinction entre les caractéristiques ) et^, distinction qui ne 
pouvait être utile qu'en entrant en matière : 



(h /'/=^/ 



âpf àpj Jp? 
àx^ dy^ Oz*' 






, d'^i 



(d) 



dx ôx dr ôr ôz àz 



{e) Y -f- =^'i-r- [=COS(N/..r) ..., 

/i/ OX 'hi 

j, dx Ox Oy ày ôz Oz 

âpi âpj âpi dpj âpi Opj 

En ajoutant les équations (e), respectivement multipliées 
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par dxy dj\ dz, on trouve 
Proposons-nous maintenant de trouver Texpression de 

f)''P ^r-p r)ip 



(/') A,p 



(h'^ ' Oi* ' *)z^ 



en fonction des dérivées partielles de Xy y, z par rapport à 

P> Pi» p2- 
])e la relation- connue 

('os(N,.r) = cos(N|, 3)cos(Nj, j) — cos(Ni, j)cos(Ni, 2), 

on déduit 

I ^.0 _ I iOpx âpi f)pt ()pi\ 






et, en posant 



il vient 



). =r 



//i/'. 



f)o . /0?i (hi (ht àQ^\ 
()j^ \ ()z 0) Or oz ! 

, <)>' \ ()jc ()z Oz O.c ) ' 

Si l'on ajoute les équations (/'), après les avoir différentiées 
respectivement par rapport à «r, j, z, on trouve 

* ^ dr \ (>3 Oj- Oy Oz ) ')f\ Ox ôz ôz d.r ) 



Oz \ Oj Ox àx ôy / 



Mais on a 



d\ _ à\ àp ôl Opi ^^ '^^ _ ^^ 

dx ~~ Op Ox ' ôpi ôx 0p2 Ox df ' * dz 
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par suile, 



ou, en venu des relation? (i). 



On a donc 



(J) 









, /' 


l A»? 


= ////, 


/'. 




1 


r= ///i, 


K 




' A-5- 


= /,//. 


h. 





et, de môme, 



_,,, ....... ^^^^ 

En désignant par o une l'onction quelconque de a\ >% j, 
posons 

0^0 '>-0 f^O 

* • <U* d) « /b» 

Nous ferons d'abord remarquer que les valeurs de A19, 
A29 conservent respectivement la même forme lorsqu'on sub- 
stitue au système de coordonnées {x,r, z) un autre système 
rectangulaire {x',y^\ z') (• ). 

(') Des relations telles que 

x' -• X cos{XyX' ) -.y ros(^i*, x') -■: z cos(c, x') 
on tire 

àx' , ,. dv' , , (fz' , ,. 

:- cos(j:, x ), ->- cus(j7. )' ;. -— — cosf .r, z ). 
ôx Ox X . ' ^)J. \ » / 

et l'on a, par suite. 
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Nous avons 

<>v _ (h Oz do àpi^ f)o t)p^ 
()jc f)p tKf Opi Ox Op^ 0.1- 

t)o 

— -- - • • • 1 

fh 

d*oiiy en a^ant rgard aux relations (d). 

On déduit de la première des équations (k) 

/)*© à^ç, i^p' f)^o dp\ t)^^ Opl (ïo ()^p àr^ <>*pi 0"^ d^pi 
J77* ~' ôp^ Ojc^ ôp\ 0.v^ * Opl ùx^ Op â.r* ôp] 0.v^ ' àpt 0.r^ 

\f>p<>pi ().f Ojc op ifp^ 0.€ Ox OpiOpi Ox Ox / 



cl de uiémc 

0^ 0^ , , V O^Zf , , , f>? 

<roû 

*)5' r>?» ris* c)?» r>9* f>5« 

<yx' ' (>>-' " oz' ~" Ox'^ oy* ' oz* 

Nous avons maintenant 

Ox' Ox' ^ ' Oy* V ». ' f);s'4 ^ ' 

-h a /^ , co5(x, x') cos(j:,y ) 

■i- 2 . ^,> ros( J-, r' ) cos(j7, s' ) -+- ;» ^^,, J^, cos(J7, z') cos (x, a*' ), 

Oy* 

'^9 _ . 

par suite, 

<>»9 «)'9 (>»9 fPrp '^? . *^*? 

7ix' "^ Tf}' ~^ Uz' ~ Jx'* "'' ôy* ' ôz'*' 
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En ajoulanl celle équalion à celles qui s*en déduisenl, lors- 
qu'on y remplace successivemenl x par j ei z, on irouve 

^ c)p* * c^pf ''ipi (yp '^ (>pi (>pt 

'^ Opdpi \dz' à.r ' df ()y àz Oz / 
l \ fi^o ( \ 

i— I . . . ) -t- 2 — I * * * 1 9 






OU, en verlu des formules (rf) ei (7), 

(>p« >0p} »r>p5 

\(>p ()p f>pi f)pi Opi dpt ) 

h 



l --- 



////,//, \ -A-r- 



el enfin 



(m) Aj3) = M,//, ( — 7-.- -r -- T- /-y- -r^ -^ T— 7-7- v- ) 
^ ^ ' \0p /ii/ii f)p Opi ////, <)p, r)p, ///p, r)p,/ 

En ayanl égard aux relalions (e)^ on a 



Opt ô^ ôpi do i)pi &:» [ i)x (h f)y t>cp âz Oo\ 

^>.r r)x ()r df iiz Oz ' \ Opf 0.r Opi ùy Opt Oz / 



ou 



Où/ Oz> O'^i c)9 Ozi Oo , _ Oo 
(il) — l: — «- -; — 'J -I H — î- — i — //J -i-. 

Ox Ox ' Or Oy Oz Oz Opi 

(6) Arrivons mainlenanl au mouvemenl d'un liquide. Si 
Ton a égard aux valeurs (/) et (//î), el si Ton désigne par I), 
au lieu de p, la densilé du liquide pour cviler loule confu- 
sion, les cqualions (10) du n** 72 deviennenl 

i D~^ ot 2V Op^'^'^Op\-^''Up\)' 
\P ) 

j h Or^ //| 0^ d h 0'^ 



\ Op lixhi Op Opi /t/i2 Opi Opi ////j f>p, 

en comprenant dans 9 une fonclion arbitraire du temps. 
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7i. Mouvement iVnn solide pesant dans un liquide pe- 
sant. 

(a) L'expérience nous apprend que, lorsqu'un solide est 
animé d'un mouvement de translation dans un liquide, les 
vitesses des particules fluides deviennent insensibles au delà 
d'une zone cylindrique dont la section ne dépasse pas le quin- 
tuple de la section maximum du corps, normale à la direction 
de la vitesse. Il suit de là que, si le solide reste à une distance 
sufTisante des limites du liquide, comme nous le supposerons, 
la masse fluide pourra être considérée comme indéfinie en 
tous sens. 

Nous prendrons égale à Tunilé la densité du liquide, et 
nous désignerons par M la masse du solide. 

Le liquide est censé avoir été au repos lorsque le corps a 
reçu son mouvement initial. 

Soient 

Cx, Cyî, CÇ trois axes rectangulaires fixes dont le troisième 

est dirigé dans le sens de la pesanteur; 
A, B, C les moments d'inertie du corps par rapport aux axes 

principaux Ox, Ojr^ Oz relatifs à son centre de gravité 0; 
c, ^ la vitesse et l'accélération de ce centre; 
n la rotation instantanée du corps autour du même centre; 
Pq la pression sur la surface du corps représentée par 

po= J(cr,j, :;); 
P la résultante des pressions élémentaires pod(ù; 
OÏL le moment de ces pressions par rapport au point 0. 

Comme Ai 9, A29 conservent la même forme lorsque les 
axes coordonnés changent déposition, les équations du mou- 
vement du liquide peuvent s'écrire ainsi : 




Les composantes, suivant Oa-, des vitesses absolue et re- 
lative de la molécule liquide (.r, 7*, z) étant respectivement 
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do dx 

-T^y -J-.9 nous avons 

ox ai 



(2) 



ei, de même, 

-j = -^ — i'v-i- njcZ — //-.r, 
ai o) 



dz _ ùo 
di ~ ôz 



-r- = -r^ — i'- -f- //v.r— njcY. 



Dans le syslème de coordonnées curvilignes orthogonales 
les équations (i) deviennent 






(3) { " " ^ "' *'» '^"^ 

() h do ù hi ôo //• ôo 

âp //jZ/j dp ôpi 7/j// ôpi Opi /i/ii à*p 



La formule (g) du numéro précédent nous donne 

, - , \ dpi _ f).r dx ()y dy ôz dz 

lî} 'dt "^ lîpi di '^ ôpi TÏf "^ dpi'dt 

ou encore 

^^ ^ /i} di ~ /ij \ f)x dt -^- • • ; - /,? yôxôJ: "'"• * 7 * 

* 

On voit, d'après celte dernière forme, que j- "JJ représente 

la composante normale à la surface p< de la vitesse relative de 
la molécule (^, j, z). 
On déduit delà formule (4)>en ayant égard aux valeurs {i), 

i dp __ ào f dx ôy ()z\ 

¥ di -^d^" y'^Tp "^ "y^Tp -^ "' d}) 

(dy dz\ / dz dx\ / dx dr\ 

dp '' dp) ^ \ dp dp) ^y dp dp) 

1 dpx _ 
h\ dt ' 

y dpt _ 
/il dt 
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Occupons-nous mainienant du mouvement du corps M. Si 
Ton remarque que Taccéléralion «^ du point est la vitesse 
;)bsolue de l'extrémité de la droite Ov qui représente la vi- 
tesse i', que la vitesse relative de ce point par rapport aux 

axes mobiles Ox, Oj, Oz est -^^ on a 



•^^ 


- 


dt 


-\-ny 


^'z- 


-ft.vy, 


•w 


-^ 


diy 

Ut 


-^ftz 


v'u-- 


-"ar^s, 


•!fz 


:—. 


• • • « 









et par suite, pour les équations du mouvement du centre de 
gravité 0, 

' dt 
dt 

On a ensuite, pour les équations du mouvement de rota- 
lion de M autour de ce centre, 



(7) B 



dt 

dfly 

'dt' 



-! . . .. 



dt 



Nous avons 



Vx= — I p^){So.v)dti}] 



SI po renferme un terme constant, il disparaîtra dans cette 
expression. Comme o:i peut prendre 






IIYDRODYNAMIQUK. 235 

et que 

COS(No,^j — ''o -T - > 

il vient 



p — 



Dans les expressions 

i OFlj:— //?o[3cos(No,j)— .rcos(No, s)] f/oi 
I rpo^to/ Or Oz\ 

î/IL% ^^ • • • 1 
c/IL^ = . . . , 

le terme de po qui dépend du poids du fluide déplacé dis- 
paraît. 

Comme on admet que toute molécule fluide en contact avec 
le corps glisse sur sa surface, on a, vu ce qui précède, 

ou, en vertu de la première des équations (j), 



(10) 



[dzt / ùx ôr 



i)z 



/ ()y <)z\ I dz Oj:\ / ô.r (h XI 

'\ f)p ' ôpj >\ op dp) -y op '>?/Jp=?. 

Par hypothèse, le mouvement du liquide n'est produit que 
par celui du corps, et, par suite, la vitesse absolue de ses 
molécules est nulle pour o ~oo, d'où 

(II) (^'^7?-) --«• 

Nous allons chercher à satisfaire aux conditions du pro- 
blème en écrivant 

expression dans laquelle «1^ ne dépend que du temps, et les =1», 
*^ï) que des p/. 
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Ces dernières fonctions, substituées à 9, devront satisfaire 
à la seconde des équations (3). 

La condition (10) sera remplacée par les suivantes : 

**• __ _ _ " ___ •* . ___ •• _•_ 

dp ~' Op ' f>p " "^ i)p ^ Op 
('0 \ -[)/ =''-' "V "" /pour? = .oo 



â'j ' ' " t>3 



Si l'on introduit l'expression (12) dans la première des 
équations (3) pour en déduire la valeur de po, que l'on por- 
tera ensuite dans la formule (8), on reconnaît que 



l P.r -^ — è' K COS(No, .r)rf(u 



^ '^ 1 -T- une lonc ion linéaire dos — r- • • • —,- • • •> 

dt dt 

-î- une fonclion homogèno du second degré de i^x-'^x---- 

Le premier terme de P.r est relatif à la perte du poids dans 
le liquide comme à Tétat de repos. 

{b) Cas où la surface du corps est symétrique par rap- 
port à Ox, Ox, Oz. Cestleseul que nous considérerons dans 
ce qui suit. 

La fonction p de x, r> z conserve la même valeur et le 
même signe quand on change le signe de Tune quelconque 
des coordonnées de x^y, z ou, si Ton veut, p est une fonc- 
tion paire de ces coordonnées; mais-r^> par exemple, chan- 
gera de signe avec or, en conservant la même valeur absolue. 
Les deux premières des conditions (i3), en ayant égard aux 
formules {e) du numéro précédent, peuvent se mettre sous 
la forme 

drAoj. dp r).l,j. dp dXjc dp _ ôp \ 

ôx dx ' dy ôy ' ôz dz ~ ô.r f 

ï pour p = Po' 

dy^x ^ _^ à^ dp^ _ d^x ^j_ .. .^1 _ J_? 

ôx dx ' Oy ôy Oz ôz ^ Oz ^ Of 
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et, d'après ce que Ton vient de dire, on est conduit à poser 

en désignant par D^-, Er des fonctions paires de coordonnées 
rectilignes. On aura des expressions semblables pour les 
autres -A., )X^. 

Nous écrirons, en conséquence, 

On déterminera /;« en substituant cette valeur dans la pre- 
mière des formules (i). 
Nous avons trouvé 

Vx = — //?oCOS(Ny.r)r/a>; 

mais, comme cos(No,.r) change de signe avec jt, tous les 
termes pairs en jr, contenus dans/?o» disparaîtront dans Tin- 
tégrale; il en sera de même des termes impairs en y, z, de 
sorte qu'il suffit de faire dans P.r 

Nous avons maintenant 

OIV j. = / /?o 3 cos ( No^)') doi — j poX cos ( Xo z) dio. 

Dans la première intégrale on ne devra conserver que les 
termes de po impairs en j, et seulement ceux d'entre eux qui 
sont impairs en z, en raison du facteur z dont ils doivent être 
affectés; parmi ces derniers on ne devra choisir que ceux qui 
sont pairs en x. Le même raisonnement s'appliquant à la se- 
conde intégrale, il suffit de faire dans Dli^ 

Si Ton porte respectivement les valeurs (a) et (6) dans les 



•î3<S 
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formules (8) el (9), on trouve, en désignant par M' la masse 
(lu liquide déplace par le corps, 



(H') 



(y') 



l\r = fflx ^7 -T- OL^i'yflz-+- <rtz'/)- — M'^ COS( ï, .r), 



dl 






3^i', 



en posant (• ) 






OLt — 



r //„ Or ây\\ f)yV.. . . 
J //,//, (>po ^r ày '' ' 



dj dz, 

Oy âjr 

//,) â.r f)zDz dzEy 
ôz ôz 



dpi dpi 



(i(i) 






%' = 



ï.r 



r (i^Dv àzEy , . 

— /j - E.r(^' ^r — 3 dz)d.c, 

— / yz -— ^ -—- ( y dy — zdz) dur, 

r//o 'IrEy (IcE- l Oz Oy\ , , 

— / yz — J— • i — (rd) — 3 ^/3) r/.r. 

./• O.r O.v • ' ^ 



(*) Il ne faut pas perdre de vue «(ue Ton a 

/i.V 7yf ^''''' ^'^^ '-^ rfwcos( \ j) r^ rf^'c/;;, 
/' Ov , , . . 



h,/i^ Oo *""'^- 
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Nous avons donc pour les équations du mouvement du 
corps 

-f- ( M -r Sx) < Vs — ( M — 2t.V ) <'c//j-, 
* • (it 

(18^ > (B _/,.)y2- --•••• 

Les constantes ///, / sont de véritables corrections, résul- 
tant de 1 influence du liquide, apportées à la masse du corps 
dans son mouvement de translation parallèle à Ou: et à son 
moment d'inertie autour de cet axe. 

Quoique les é(|uations (17) et (18) donnent par Tintégration 
la loi du mouvement du corps, le problème n*est pas cepen- 
dant résolu, puisque la détermination des constantes est sub- 
ordonnée à celle des fonctions x\),c, .V^E.r, ... qui doivent 
satisfaire à la seconde des équations (3) ainsi qu'aux condi- 
tions (i3) et (1 1), fonctions que nous déterminerons plus loin 
dans le cas où le corps est un ellipsoïde. 

(c) Hypothèse (V une translation. — Concevons que le corps 
soit soumis à Taction d'un couple qui détruise à chaque in- 
stant le couple résultant des pressions élémentaires. Le corps 
sera animé d'un mouvement de translation, et Ton n'aura à 
considérer que les équations (17) dans lesquelles on fera 
/z = o et qui deviennent 

W) \ 

On voit ainsi qu'en dehors de la perle de poids résultant du 



24o HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE VIII. 

principe d'Archimède, Tinfluence du fluide ne se traduirait 
que par des corrections à introduire dans la masse du corps, 
ce qui n'est d'accord avec l'expérience que pour un mouve- 
ment lent de M; autrement Tinfluence ci-dessus se traduit par 
{^équivalent d'une force proportionnelle au carré de la vitesse r. 
On peut expliquer a /7r/o/7 la différence entre ces deux résul- 
tats. L'ilydrod} nanïique est essentiellement basée sur la conti- 
nuité et ne peut conduire à un résultat exact que pour un mouve- 
ment lent de M ; mais, lorsque ce mouvcmentest plus prononcé, 
il se produit, dans la région environnante du corps, des chan- 
gements brusques de vitesse des particules fluides, que Ton 
ne peut faire entrer en ligne de compte qu'en Hydraulique. 

{(l) Hypothèse (Vun moiwement de rotation du corps 
autour d'un axe fixe auquel Ox reste parallèle, — Soient 

/ la distance du centre de gravité à Taxe Hxe; 

l'angle constant qu'elle forme avecO^r; 

cj la réaction normale de Taxe {\\q sur le corps. 

On a 

//j = //- rrr O, H^^^ft^ ('^ = (», <'>• = ///slllO, ('-=///COSO. 

La deuxième et la troisième des* équations (17), et la pre- 
mière des équations (18), qui sont les seules équations que 
Ton ait à considérer, deviennent 

( M — m y ) / sin -^ — — ( M — M' )}; cos ( Ç, .> ) — ( M -h oLy) /cos //* — m y, 

fM~m-)/coso^^-- (M-M')-cos(!;,c)-r-(M — a:)/sino/i«-4-Tn., 

(A — '^) -7- = — ?x sin cos //' -4- ( t;tv sin — bt^ cos ) /. 

Si Ton ajoute ces trois équations après avoir multiplié res- 
pectivement les deux premières par /sinô, /cosô, on trouve 

1 [ A -î- M /* — ( m y sin* -h m- cos* ) /« — /.r ] -7- 

\ —(M — M';5'/[cos(î;, 3)coso — cos(J;,^> )sino] (a^H- al)/sin20/i«. 

On voit notamment que Teffet produit par le liquide sur le 
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corps serait l'équivalent de celui d'une force perpendiculaire 
au plan passant par le centre de gravité de M et Taxe de rota- 
lion, agissant à une distance constante de cet axe, représentée 
par la somme de deux termes dont Tun serait proportionnel à 
Taccélération angulaire, et Tautre au carré de la vitesse angu- 
laire. 

L'observation n'a constaté que Texistence du second terme; 
mais, d'après l'analyse précédente, ce terme serait nul pour 
= 0, = 90°, ce qui est contraire aux résultats de Texpé- 
rience. 

(e) Détermination des constantes qui entrent dans les 
équations du corps lorsque ce corps est un ellipsoïde ho- 
inogène. — Le système de coordonnées elliptiques 



pî p2 — fjt pî — t 

,.î )-S -2 

Pi ?i ^ * .Pi 
^ r^ 3» 

' PÎ ^*^^~^*-p1~' 

suppose 

?>c>b, p, > ^ < r, pî < ^ < r, d'où p > p, > Oj. 

Nous avons trouvé au n*" 32 

(, 6*- — /;* )c* 



(B) 



C)p p' (>pi p/ <>Pj " p,' 

— — — - =■- f • . . • 

^p pi _ ^1 

j^~p"2-~r 



2 



^P ^j'i HP' — .^i ^ 
VII. ,0 



34^ 
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On déduit des formules (C), 



J - - (5. _ ,t ). /; (p« -/,.)(p'-r.) 

A,», ""^•^' î^»'V (Pî-/'*)(pif-c«)(pi-/^')(p|-c') 

,1 . 4 / (p?-/;')(pî-r') 

'^- \ (?«-/'«)(p'-f*)(p|-<'*)(p!|— «•»)' 

,> / (p|-/;«)(p|-f') 





(?î- 




(?'- 


/'i 
lihx 


(?'- 


Si l'on 


pose 



(9.0) 



r/; -- 



^^I- 



rfp 



\Ap«— /;«)(p«-rV) 
f/p, 



^/;» 



r/p. 



VlPi-Z^^'^lpi-^"*) 



la seconde des équations (3) devient 



(21) 









î oS 



/>îï> 









o. 



Si Ton failcl»x = ^Dj:, • • ., î)ï»^=jjE^, . . . dans les condi- 
lions (i3), que Ton remplace ensuite-.-» •» par leurs va- 



ào 



leurs (B), ces conditions deviennent 



<^l).r 



<^? 






,>p pi_/r-^^-»' 



i) = o, 
l) — <). 



( y-i ) 



t 



P 



P^' 



r- 



(I)---I)=:r o; 



> 



pour p — 



po- 



1 




? 


— r« 


l. Ji;r- 


1 


-+- 




I 

? 


( \ly - 




-+- 


P^ 


p 


(K,- 



"-^^--7r«(E^ 



•^-p7z:7i('^^-«^ = 





I) 



— o, 



o, 



l) -+- - (E- -h I) -ro, ! 



HYDRODYNAMIQUE. 243 

Occupons-nous maintenant des conditions (i i) relatives à 
P = 00. Elles se décomposent dans les suivantes : 

h -- O, // — - — O, // —~^ = O, 

I I I 





:^ O, 


1 ')-W 

//• — — 


— O. 


" "?- 




— <>? 


//l 


-O, 


1 àj(?jr 


- <» , 



• • î 



. . . , 



Uemplarons maintenant les -.U et les X par leurs expressions 
en I) et E, puis , » ;-' ••• par leurs valeurs (B); nous obte- 



nous 



//|.r ( , -^- - Dr -o. 

Nous chercherons à satisfaire aux conditions du problème 
en supposant les I) et E indépendanls do pi et oj. 
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Pour p = OC, on a h — i ei hxXy Ihy^ ... ont des valeurs 
finies. Pour une valeur exirèmemenl grande de p, les coordon- 
nées Xy j, z sont proporlionnclles à p. Il suit de là que l'on 
doit avoir 

dDjr d[)y </[)- 

) pour p = oc 
(iEj- dlir dEz 

p-rfr="' Prf/=°' prf^=" 

pEx = o, pl!:j. = o, pK- = o 

Mais, pour une 1res grande valeur de p, on a rfÇ=r ^^ les 
conditions précédentes deviennent, par suite, 

1 dDr I d[)y I r/D- 

Dj: = 0, Dy = o, I). = o 

I dl\r _ I «Ev _ I dEz __ 

p dr -''' p'd^-'"' 'p'^^"" 

\ pEx = o, pEy = Oy pEz = o 

Les fonctions x,y\ s,yz, zx^ xx, substituées à 9, satisfont 
à réquation 

0,1'^ Oi^ âz^ ' 



et, par suite, a l'équation (21 ), c'est-à-dire que l'on a 

(?î - ?l) '^i ^-(P-- ?l) ;^çy ^- (P^- ?î) 5^ = ^' 






En ayant égard à ces relations, si .l'on substitue à 9, [dans 
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l'équation précilée, les fondions d?Dx, jD^, zD^j/jE^, zxEy, 
xx^zf on trouve 

= o, 









o, 



'/;« 


1 


5 c>; 


< 


rf*E.r 


3'2 




< 




3.r 


f)347 


dEy 

< 


r/«E, , 


•A 


0.ry 

• 


(JE: 



= o, 



^o, 



r^ -TiT -..■ = o, 



- o, 



Or on peut écrire 
les e étant des fonctions de pi, Pi; il vient donc 



(/«D, 2 (/ y/p^ — /;* d\)y _ 



= o, 



= o, 



r/2Er ^ 9. d\ /(çi^—ù*)(p^—ci') dEr _ 



d^Ey 3 r/pj/ô^-£ç* rfEv _ 

d'où, en désignant par H.r, . . ., K^, • . . des constantes arbi- 



2^6 

iraires» 
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M) 







rfl), H, 




du. II. . 




< p'-f»' 




rfE.r Kj- 




rf; ~(,p«-6«)(?*- 


■«•■') 


r/Ev Kv 




rf; "" ?*(?«-<■'; 




'"'---_ K.-_ _ 





1 r/; pt(pi_M) 

Nous voyons déjîi que celles des conditions (23) qui renfer- 
ment des dérivées sonl satisfaites. Nous prendrons main- 
tenant 



* r 



(■rj) 






E,= 






Celles des conditions (23) qui se rapportent aux 1) sont évi- 
demment remplies. Il en est de même de celles qui sont rela- 
tives aux E; car nous avons, par exemple. 



pEjc=Kx — 



7 / ■^' r 



valeur dont la limite est o pour p -- x. 

Les constantes IIx, . . . , K.i, ... se déterminent au moven 
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(les condiiions (^22). II nous reste maiiilenant à déterminer les 
valeurs (16). Nous aurons d'abord (*) 

///x — Dx /.r dr dz =--: M'D.r, 

« 

'.r ^ Ej. A * 3 f(r ^.r — I z^f dz dr 

-= IVrf fy^dxdfdz - Çz^ilxdrd^ ^ K^CC - B';. 

en désignant par W et C les moments d'inertie du liquide dé- 
placé par rapport à {)y et Oz. 
En remarquant que 

6|r t/p ûj» ' ùf dp Or 

il vient 

On déduit de la première des équations (19) 



f)0 

1 


1 


c* 


>- 


'^^' .'l .._ _ 


1» 


p(p'-/'») 



pv (p2— /;*)« (pt__,.i,* 

Après avoir porté cette valeur dans l'expression de «j-, on 
remplacera x par sa valeur en fonction de r, z, déduite de 
réquation précitée, et Ton n*aura plus qu'à effectuer deux 
intégrations pour l'étendue de la surface. 
On pourra aussi poser 

.r = s siiiO cos<}^, j- — v/p* — h* siiiO sin^. z — /p* -- c* cosO, 



</>- t/c — — v^( p« — /;« ^ ( pi _ c-a ) sin* COS']^ r/<};, 

et les limites des intégrations seront o et 7: pour 0, et 0,27: 
pour ^. 
On déterminera de la même manière a^, |3x, y^, «/, «i» 



( ') II ne fuut pas perdre de vue que les D et E cl leurs dérivées par rap- 
|M>rt à p sont constants pour la surface. 
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(/) Z^ corps est une sphère, — Supposons que, pour l'el- 
lipsoïde, on ait obtenu une intégrale de la forme 

rintégrale s'étendanl à la surface entière de l'ellipsoïde. Pro- 
posons-nous de déterminer la forme que prend cette intégrale 
lorsque Tellipsoïde devient une sphère. Nous poserons b = er, 
et nous remplacerons les variables pi, p2 par les variables 

^ r ET 

À = - , |A = — ; 

puis, dans les résultats de la substitution, nous ferons e = o, 
c=o. On voit, en effet, que la deuxième et la troisième des 
équations (19) se réduisent respectivement à celles d'un cône 
de révolution autour de l'axe j et d'un plan passant par cet 
axe. Toutefois, cette observation est ici sans importance, at- 
tendu que nous continuerons à ne considérer que les secondes 
expressions des valeurs (16), où pi et pa n'entrent pas explici- 
tement. 
Pour ^ = 0, c = o, les formules (^4) c^ ('^^) donnent 



f«).r 




H.r 




'i? 




?' 




I).r 





1 

~ 3 


Hr 


rfR^ 




Kr 




d? 




?«"' 




Ex 


rr: 


I 







En substituant dans les conditions (29.), on reconnaît que 
tous les II ont la même valeur 

11= --Pi 
2 

et que les K sont nuls. Il résulte de là que les m ont pour 
valeur 

( -26 ) m = , 

a 
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que les autres constantes (16) sont nulles. Les termes relatifs 
à la rotation disparaissent, ce qui devait être; de sorte qu'il 
suffit de supposer que la sphère n'est animée que d'un mou- 
vement de translation, et Ton retombe sur une question qui a 
été traitée plus haut. 

(g) Pendule terminé par une sphère, — En désignant 
par récart du pendule par rapport à la verticale de suspen- 
sion, la formule (18') donne, en ayant égard à la valeur (:?.6), 



[^ + (m -i- ^')/»] '^; = - (M - M')i^/sinO. 






En désignant par >., X' les longueurs du pendule synchrone 
dans le vide et dans le liquide, on a 



A = -:- , A = 



(M-f)/' 



M/ (M -M';/ 

Si Ton suppose que -t.- soit assez petit pour qu'on puisse en 

31 

négliger le carré, on trouve 

en posant 

/ 

9. A 

Ainsi le liquide a pour effet d'augmenter la longueur du 
pendule synchrone d'une quantité proportionnelle au rapport 
de la masse du liquide déplacé à celle de la sphère. 

De ce que X>> /, on a y <;| = i ,5, tandis que, d'après les 
expériences du général Duchemin, dans l'eau, v serait compris 
entre 1 ,6 et i ,7. 

§ II. -- Des ondes liquides, 

75. Lorsqu'on agile l'eau en un endroit de sa surface, on 
voit aussitôt se former des ondes qui se propagent circulaire- 
ment autour d'un centre et qui sont dues aux élévations et 
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ou\ abaissements successifs du (luide au-dessus et au-dessous 
de son niveau naturel. 

En supposant que les vitesses des molécules liquides soient 
très petites à Tinslant initial et qu'elles continuent à rester 
assez petites pour qu'on puisse en négliger le carré, et en di- 
rigeant l'axe Oz dans le sens de la pesanteur, nous avons, 
pour les équations du mouvement du liquide, 

' n ()o 

(I) 

i d^r^ â*o d^O 



tU-i r^r* dz^ 



= o. 



Nous ferons coïncider le plan ./*0.r avec le niveau statique 
du liquide. 

Si nous suivons une molécule dans son mouvement, la 
première des équations (i) nous donne 



1 (i/) 


dz 


O^o 


f>*o tl.r 


â*o 


cl y 


0*0 


dz 


?7/7 


— «r _ _ 
"> dt 


Oti 


(k Ox (it 


ôtdv 


di 


iUdz 


dt 




— «r . • 

""Oz 




t • 

ôt ().€ Or 


()t Or 


(h- 


âtOz 


Oz, 
Oz 



_ ^oo />2^ I r<>o2 0^^ ^oo^~\ 



ou simplemeiil 

I dn Oo O-o 

_ _1_ — tr • t 

dl ^ Oz or- 



(•2) 



La pression restant constante îi la surface, nous avons la 
condition 

Orj 0' C5 

I 3 ) 1*^ V* = --i- pour 3 — 0. 

*' Oz Oi^ ^ 

La profondeur fi du liquide étant supposée constante, on 

devrait avoir -r^zzzo pour :: := h. Mais, pour nous rapprocher 

des conditions de Tobservation. nous admettrons que celle 
profondeur est assez grande par rapport à l'étendue des oscil- 
lations des molécules liquides, pour que nous puissions la 
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considérer comme infinie. Nous aurons donc celle seconde 
condition 

(4) if ~" " 1*^""^ z — ys. 

Si nous désignons par M une fonction du temps, et par m, 
n, oiy (3 quatre constantes réelles arbitraires, la seconde des 
équations (i) et la condition (i) seront satisfaites par 

o = Mdr- = v'"»*-<-"* cosm(x — a )cos//(j — ?)• 

£n portant cette valeur dans la condition (3), nous trouvons 

d'où 

A/M,;,, S!,n,n étant deux nouvelles constantes arbitraires. 
Nous pouvons donc écrire 

o = vc-^v^'»*^'*"* (a,,,,;, sinr \/~^ v^//**-- //*H- a;„,„ C08/ y/^ v^^»-^;^;^*} 

X cos/w(.r — a) cos//(.r — 3), 

expression dans laquelle le signe 2 s'étendra à toutes les va- 
leurs possibles do /;?, /i, a, (î. A,,,,;,, A;„.„. Comme cette valeur 

satisfait à la condition -'!- = o, quel que soit z, on voit qu*une 

molécule éprouve la mémo pression pendant toute la durée 
de son mouvement. 
Nous supposerons que les vitesses initiales sont nulles, ce 



(') L'équulion (ii) étant satisfaite, quel que soit Zj on a 

'07^ ~ ôr Jz ~ g "(io 

ou, en vertu de la seconde des équations (i), 



ôt 






équation due à M. Boussinesq et qui a servi de point de départ à ce savant 
dans ses recherches sur le mouvement des ondes liquides. 
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qui aura lieu si, après avoir enfoncé un corps solide jusqu'à 
une certaine profondeur dans le liquide (laquelle d'ailleurs 
doit être très faible, en raison de Hiypolhèse que l'on a faiie 
sur la grandeur des vitesses) et, après avoir donné au fluide 
le temps de revenir au repos, on retire subitement le solide 
pour abandonner le liquide à Faction de la pesanteur. La con- 

dition que — = o, -p: = o, ---;; = o pour t = o exige que les 

\'m,n soient nuls, et Ton a alors 

(5) 9 = 2f-'v'"^^''\V„,,«sin/v/^y/wM^cos/w(vr— a)cos/Kv — 3). 

Soient z' l'ordonnée du point {Xy}') de la surface à Tin- 
stant /; z'^ sa valeur pour /= o : l'équation (3) peut se mettre 
sous la forme 



d'où 

(6) 

et 



-■=(5)„. 



Pour toute l'étendue du contact du solide et du liquide, jô 
sera une fonction donnée /(oC,j^); d où 



I ^v 



(«) 3o = /(^, j) = - 2 v//w*-i- /'* A,„,„ cosm(x — a) cos//(7 — ?); 



/ 



è' 



en dehors de cette étendue, z'^ sera nul. Comme on le verra 
ci-après, la relation (8) permettra de faire disparaître les arbi- 
traires que 9 renferme. 

76. MOUYEMEXT DU LIQUIDE LORSQU'IL EST CONTENU DANS UN CANAL 
DONT LA LONGUEUR EST INFINIE. — NoUS SUppOSCronS qUC *. I** ICS 

parois latérales sont verticales; 2« le plan xOz est équidistant 
de ces parois; 3^ l'ébranlement initial est tel que les molé- 
cules fluides n'éprouvent pas de déplacements parallèles à 
Oj : c'est ce qui aura lieu si le solide partiellement immergé 
est un cylindre transversal. 
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Comme 9 est indépendant de y, on devra faire, dans ce qui 
précède, n — Oyf{x,x) —J{x), et l'on aura 

/ /(•^) = -,- / yffiXtn C0S/w(.r— a). 

Une formule de Fourier donne 
(2) f{x) = - I dm I f{oL)co8m{.v — a)d%f 

l'intégrale relative à a se rapportant uniquement à la largeur 
de la zone superficielle de Tébranlement. 

Si l'on désigne par 2/ cette largeur et si Ton fait passer Oz 
par son milieu, on peut écrire, en remplaçant le périmètre de 
la section du segment immergé par sa parabole osculatrice et 
en désignant la (lèche par //, 

(3) z', = f{x) = h (^~/-y 

On remarquera que 

(0 "= f fi^)^ 

est l'aire de la section immergée du cylindre. 
En identifiant les valeurs (i) et (2) de/(x'), on trouve 

^ \fm 

et Ton a, par suite, 

(5) o = "-5 / dm \ /(a)e-'"- !^— ^ C08/w(x— a)rfa. 

Posons 

r = ^3*-h(x — a)«, langez = '—^> /=/— I 

et 

/ A- =r 3 -T- /(x— 3t) = /•(cosi}/-f- /sin<{/), 

(6) < A:' = 3 — iX'^— 3t) = r(cos<}/ — /bin<{/), 



m = w*. 
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Comme tout est symétrique par rapport au plan jOz, il suf- 
fira de considérer le mouvement de la masse liquide située du 
côté des X positifs. 

En remplaçant, dans la formule (5), cosm(x — x) par son 
expression en exponentielles imaginaires, on trouve 

(;) 'i -^ lA' I fia j f(oL)(e-^"'-^t>-^"*)s\nut\/l'.d3i' 
On a 

/•« ,- j:^ --Il r' ^'- 



'0 

ou, en faisant t = c/. 



tJTr /-» _£[liL^' 



(H) Y =-- '>r- / e ** (h 



OU encore 



^= -~(C03<}/ — /Sin^;) / 6- *'• ^ ^ r/i» 

* 

- -~^cos</--/sini;/) y ^ ' cos p — ^J 



* 

-:- /sin 



nr/»(i-('Msin4^ 1 ) ^^, 



(') Soient 6 un coefficient réel, a une constante positive ou bien imagi- 
naire, mais dont ia partie réelle est positive. Si Ton difTérentie par rapport 
à b, Texpresàion 

Y- / c- f'"* sin hu.iiu 
et que Ton intègre ensuite par partie par rapport à </, on trouve 



'11 
db 



ou 



/ ^-/i//« co?,bu.(t du ■--- ( — i -h b I e-^'*'sin bu. du \ 



d Y b Y I 

db -2 a ia 

On déduit de là, en renianiuanl que Y est nul avec 6, 

/;« 

-i7x r'' ^1 






I1Y1)R0DY>'\>IIQUE. 



20^ 



On a, de même, 






r/// 



/v/a 



/» ' /î/«(l— •'*! 



- -^(COSi}/ -Hf Slll'}^) 1 ^. w '^•COSM^ , 1 






par suile, 



V-r-Y 



-^'T 



~ — *^"* r ^ • I >« 

* ' • COS O COS - 

/ 



6' 



;;,'/* (i — <•-) sin-y 






sin'{/ sin ^î 1 I d\\ 



r — a 



el, en remarquant que cos'';i= . sinl = , on obtient 

^ r ^ r 

finalement 



-f-r.r— a) sin 



[ 



''/«(.r — a)(i--i'î)'l ) 



/ir« 



1 



(h. 



A la surface, ou pour z .-- o, on a /' — //• — a, et 

d'où, en vertu de la formule ((>) du n" 75, 

— - / 'Al -^ — p—^ -^ cosV-^^ M'^- 

(lomme une intégration par partie donne 



I siii''- ^r/i'— — ^^ - / 



i* COS ^^- (h\ 



l'expression ci-dessus se réduii à 

(lo) r - "-- / (Iv I --■ -cos"- (t 
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En idenlifiant celle valeur à celle que l'on déduil de l'équa 
lion (5) [eu égard à la formule (G) du n° 78], on trouve 

/ f(%)(ia I cos m ( .r — a ) cos t yjm^^ dm 



•---/ •' 



ç^t^i\ — (•*") dK* 



d'où 



(il) 



(/ COS m{x — a ) COS t \Jin^ dm 
J 

1 — — ^ - / cosV- -^f^' 



Premiers mouvements du liquide à la suite de l'ebran- 
iement. — Si / est suffisanimenl petit, et si Ton considère des 
molécules suffisamment éloignées de l'ébranlement, la quan- 

lité ^-7 sera petite et Ton aura 



4 



C 



kk 



o-/t I / ,rti \ î 



En portant cette valeur dans la formule (8) et posant 



« 
on obtient 



Xn^' f ( I - l'* )« c/i^, 



V. A- L 4 A" 1 . 2 \ 4 A' / I . '1 . 3 V 4 A' / J 

Mais on a 

Ao= I, 



d'où 






. '>/» c 1 . 2 . 3 . . . // ) 



1 .3.5.7. . .(2// -^ i) ' 
par suite, 

'ik i 1 . 3 2 X "^ 1 . 3 . '5 \ a A- / * J 
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Si Ton remarque que 

T^ = — (co8<}/ — isin <}/)«= -y^(cosn^ — /8in/i4')» 

Texpression précédente devient 

Y = — î-^ cosC^ — isin'> ., ^2_ ('co8si<V — /sin5i<V) 

-^ ;— 7 (cosSi}/— isinS^'). . . . 

et Ton obtiendra Y' en y changeant le signe de L On aura 
ainsi 



(a) Y-r=t^?\cos^ L ^^%os2iV-^- — L-^f^VcosSi}; — ...1 

r L ^ 1.3 2/» ^ i,3.5\2r/ ^ J 



La formule (7) ou 



fera ensuite connaître le développement de © suivant les puis- 
sances de t. Mais ce développement sera en défaut dans l'éten- 
due de l'ébranlement; car r, qui se réduit ii a: — a, s'annulera 
entre x = -- l eix^^^^^i. 
S1I s'agit d'un point assez éloigné de l'ébranlement pour 

/ a 

qu'on puisse négliger -5 par suite —1 devant Tunité, les va- 

X 



leurs r = v^^ -r- x'^ , tangi]; = - devenant indépendantes de a, 

z 

Tintégration pourra s'elîecluer dans la formule (b) et, en se 
rappelant la signification de 0, on aura 

{b') O = ^ COSi^ ^ ^-- C0S2']/ H :r-- ( ^— cosS^V — ... . 

irr L 1.3 2/» ^ 1.3.5 \2r/ ^ J 

Quelque petit que soit t et quelque grand que soit r, les 

vitesses -^9 -r- auront des valeurs finies; d'où il suit que 

rébranlement se transmet instantanément dans toute la masse 
fluide. Si l'on veut connaître la loi du mouvement aux pré- 
vu. 17 
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miers instants qui suivent l'ébranlement, il suffit de s'arrêter 
au premier terme du développement de 9 ou d'écrire 



L'il Z 

o = *^ : 



d'où 

do _ 12^'/ .r« — 3* __ ilo'/ cosa^î^ 



et, pour la vitesse résultante, 

V = 



Orr/ 



Lois que suit le mouvement lorsqu'il est sur le point 
(le s'éteindre. — C'est ce qui aura lieu au bout d'un temps 
considérable. 

En faisant i — (^'- — w dans la formule (8), on obtient 






,r -'Va' t ^' 



U 



Si l'on pose 



on a 



4r cos 2 — __ L _ f sin =—^7-5 — - 



Si on laisse de côté le cas où ^ est très voisin de 90*», e""' 

devra être considéré comme une petite quantité. 

En intégrant par partie et remarquant que le développe- 

1 
ment de (i — u)* est encore convergent quand 11 = r, on a 



Jf du = ~'i[ — I -f- m / e-f^^sj \ — udu\ 
Ji — u \ Jo J 





= —2<— I-T- 



-x"'-[-'^r-^(y'--^^a^'©'-]h- 
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Si Ton intègre par partie, on trouve 



Ap~ I e-'""uP du = e-'" — /? / t'-'«"tt^-i du 1 = — ^ — 






et Ton a, de plus, 

A„ = -— - 



m m 



En limitant le développement ci-dessus à un nomibre res- 
treint/^-!- I de termes, on pourra calculer A^ en négligeant 
é?-'", et l'on a alors 






par suite, 



/.» g-/,m , r , ,3 I. H. 5... (9./? -3)1 



il vient donc 



'-i^jhî^-Klâ)'— ■"•<-^->fô)'] 



ou encore 
V = — — \i-\ -• ( cos^J/ H- / sind» ) -r- 1 . 3 ( — - ) ( cos î'!* -+- / sin 2 ^ ) -f- . . . 

On obtiendra Y' en changeant le signe de / dans cette ex- 
pression, et Ton aura 

Si l'on considère une molécule assez éloignée de Tébranle- 

ment pour qu'on puisse négliger - devant Tunité, les quan- 

tités ret vp devenant indépendantes de a, la formule (6) de 
Tarticie précédent donnera 

0= IH r— î- -f-1.3 ( — r ) COSî^V 4-.. .. 
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En partant de là, on voit que --^ est négligeable devant 

-r--- Comme la vitesse 
az 

réduite à son premier terme, est positive, le mouvement final 
se fera dans le sens de la pesanteur. 

Propagation des ondes à la surface. — On déduit des 
formules (lo) et (3), en substituant u à (^, 

(ra) c = -^-7- / du I ^ TiCOS^r d%. 

Dans le voisinage de l'ébranlement, z' ne présente rien de re- 
marquable; c'est seulement dans la partie qui en est éloignée 
que la propagation se fait suivant des lois régulières. Nous 

/ a 

supposerons donc que -; par suite — est très petit, ce qui 

permettra de remplacer {x — olY par x'^. En ce qui concerne 
le cosinus qui entre dans Texpression de z', on remarquera 
d'abord que Ton a à peu près 

4(j:— a) ^jc ^x X 

Si Ton désigne par n le plus grand nombre de circonférences 

contenues dans ---i on pourra écrire 

t^x 

- — —, = im: -h E, 

4.r 

e étant inférieur à 27:, et Ton aura 

cosV-^^ ' - 

4(.r — a) 



= COSECOS {iriTs. -h £)- I — sinesin 1 (a/iit-i- e)- 



ou, a peu près. 



COS ^7-; = COSE cos 

4(x — a) 



( a/ii:- j — sinssinf 2/i7r- j 
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Si y— 3 par suite n, est assez petit pour que 2/17:— reste 
très petit, la valeur du second membre de l'expression précé- 

dente se réduira très sensiblement a cose^=cos^^ , ; en 

d'autres termes, on pourra négliger a devant ^ sous le cosinus 
delà valeur de 5'. Mais, si >— est suffisamment grand, le sinus 

ou le cosinus de o.m:— pourra devenir du même ordre de 
grandeur que sine ou cose, et il ne sera plus permis de né- 
gliger - sous le cosinus de z' . Nous avons donc deux cas à dis- 
tinguer : 

Premier cas : ~— n'est pas très srrand, — On a 

4^ 






L'/*(i — u^ ) , 

COS ^^ ; du 

(.13) 



*- 

Si Ton pose 



Aî« = / (I — «*)*« du = — -~ — - 

J^ 1 . i . D . . . ( 4 w -1- 1 



) 



on trouve, pour le développement en série de z' suivant les 
puissances de ^, 

Sirx* L ^ \4'ï'/ 2.3.4 \4v 2.3.4.5.6\4»f/ J 



OU 



n4) 3'=-^^^:^"Vr, L./^V- --— ^^-V-...l. 

iizgt^y'ix/ L 1.3.5 \aj:/ ' 1.3.3.7.9 \2.r/ J 

Si Ton s'en tient au premier terme de ce développement, qui 
est positif, on voit que, à une dislance sensible de l'ébranle- 
ment, le liquide commence à éprouver un abaissement au- 
dessous du niveau et que cet abaissement est proportionnel au 
carré du temps et en raison inverse du carré de la distance à 
rébranlemenl. 
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L*équation -^ =r o dé^erminepay à un instai>l donné, les 

points les plus hauts et les pl^us bas de la surface, points qui 
seront les sommets des ondes qui se propagent^ Si Ton pose 



(S)'-. 



cette équation devient 

^ ] 1.3-. 5 1.3.5.7. 

(i5) 



i ip' _^ 5p* 

\ 1.3.5.7.9.11.13 I .3.5.7.9.11 . i3. i5. 17 



. .= o 



ses racines réelles et positives /?<, /?2, • • • , dont le nombre est 
infini, forment une suite croissante; mais on devra rejeter 

celles qui sont trop grandes, puisqu'on a supposé que y — > 

par suite p^ était une petite quantité. 
Pour une racine quelconque/?*, on a 

(ifi) .r= -^-=- 

2//?/ 

Le mouvement apparent de chaque ordonnée maxima, posi- 
tive ou négative, sera donc uniformément accéléré et sera in- 
dépendant de rébranlement. La distance horizontale de deux 
sommets consécutifs ou longueur (ronde a pour expression 
générale 

On voit que cette longueur varie proportionnellement au carré 
du temps ou à la distance à l'ébranlement. D'après la for- 
mule (i4)> Tinverse a lieu pour les hauteurs maxima. 

Les ondes correspondant à /?j,//2, p^y • • • sont de moins 
en moins rapides, et nous avons, pour les deux premières, 

fft^ hl hl 

P\— 9,4482, a:=o,3253^-, z'= 3,6777-—;= 0,5982—» 

/?i=7i,j, j: = 0,1 i83^î— > ?. =— 25,ii4 — =— i,4:)i2~- 
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t^ 



Second cas : y — est très ^rand. — L'équation (i^) peut se 



mettre sous la forme 



cos 



du 



(12') 



2^^*J_/ (-^-^^^./o .1(^'-2) 

= T* I {i*—OL^)d:i-^ — - / cos^^- du— I 

•-*^^' ./_ / ^^ - a)* lyo ^ <•'■ - °^'^ «A 

Si nous posons 



cos 



4( 






^-'* 



4(,r — a) 



= m, 



nous avons d'abord 



(e) 



COS m ( I — n^)du — cos /w / cos mu^ du -r- sin w / sin mu* du 



- 4 / -^ (' cos/w -^ sin /72 ) ( > V 



« N dit 



(J) 



En intégrant successivement par partie, on obtient 

f coswd — N*)du 

I 

= - I cosw( I - - M* ^ — ~ — — I smmv i — w* ) -r 
I 3 r" 

(•2W)» i'2m)ij^ 

I 3.> r* . ,,^w 

I 3.5 3.'). 7 r* ^^du 

= . TT — / 77 -^ . ^ / cosm(i - «8) - 

(2 m») (2//0^ (■Jt/'O*./, w* 

3.5 3.5.7.9/**. , .^/ 

3.5 3.5.7.9 



1 



(2m)* (^/w)* {'>.mf 



(') En posant 






on a y par exemple, 



J' cos mu* du - ■ 4/—^ / cos — ' -- — - 4 / — - 
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En ayant égard aux valeurs ie) ei (/) el à celle de /w, on 



trouve 



(X — a)»./, 4(-r — a) 



» 3.5.4* , 3. 5.7. p. 4» . 



Si ^est suffisamment grand, on pourra négliger ses puis- 
sances négatives, el, en se rappelant que - est censé une pe- 
tite fraction, Téquation (12') deviendra 

D'après ce qui a été convenu, la quantité 



(18) y = ^ , -*" 






a une valeur quelconque, et Ton a 

X \ IX \ Ix 

Si Ton pose 
et si on néglige les termes de Tordre -1 on trouve 



5 = ^2 ^- v(^* 

4(x — a) 4j: '^ ' 



il vient alors 



/ y / I / "/* *n^\ r* 

5'=//|/-^^— I (cos^; hsin~) / (1 — p*)cos7c.£fi' 

y xTzxy \ 4x 4'^/ j_^ ^ 

H- (008^ sin^j / (i — v*)s\nyv,dç\, 

La seconde des intégrales dé z' est nulle, puisque ses élé- 
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menls sont deux à deux égaux et de signe contraire; la se- 
conde se réduit facilement^ et on a finalement 



î// / y/ / <'/' '*/»' 

(19) 3 = -- 4/ '— ('siny - - y cosy M cos^ hsin^)* 

y* y JLTZX' '- '- '- \ 4-^ i^/ 

expression qui devient nulle pour 5^!=^ooou^~oc, ce qui devait 
être. 
Si nous posons 

Ah / y / £t^ n'/* 

\ 1/-^'— (siny — y cosy ) — X, cos^ r-sinÇ-- = T, 

nous avons 

z' - XT. 

La fonction T est périodique et son maximum ih y 2 ^ ^*cu 
quand j— est un multiple quelconque de 7:, augmenté de --' • 






De ce que -. — est très grand, T varie très rapidement et passe 

dans un temps très court t d'un maximum positif à un maximum 
négatif. En négligeant t^, on a 

4^ ix IX 

ou, en exprimant — au moyen de x> 

77 // 

Pendant cet intervalle, x et X ne variant pas sensiblement, on 
peut se représenter chaque point de la surface comme exécu- 
tant, dans le sens vertical, des oscillations dont la durée estt 
et dont Tamplitude varie très lentement par rapport à cette 
durée. L'amplitude sera 2v2X et variera en raison inverse de 

La fonction T varie aussi très rapidement par rapport à x; 
ses maxima positifs et négatifs se succèdent alternativement 
à de très petits intervalles dans toute retendue de la surface; 



= 7:, 
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les uns répondent airx ondes tracées en relief et les autres aux 
ondes tracées en creux, et la petite distance A entre deux som- 
mets consécutifs peut être prise pour la largeur d'onde. En né- 
gligeant X^, on a 

d'où, en exprimant - au moyen de Xt 

/. 

Comme on le voit, cette largeur varie avec le temps en un 
même point et d*un point à un autre au même instant; mais 
elle reste la même toutes les fois que la durée t Test aussi, et 
Ton a 

Les racines positives de Téquation X = o ou 

(.a) Ungy — yr=o 

détermineront à chaque instant des points de la surface qui 
n'auront aucun mouvement vertical et qu'on pourra regarder 
comme des espèces de nœuds mobiles à cette surface. L'es- 
pace compris entre deux nœuds consécutifs, forme un groupe 
d'ondes que l'on peut considérer comme une seule onde den- 
telée qui parait se mouvoir, en s'élargissant, en raison de la 
différence des vitesses des deux nœuds qui la terminent. Pour 
une racine quelconque x,- de l'équation (a), on a 



<.«') ^ = 






et le mouvement de chaque nœud est uniforme. On a, pour 
les mouvements des trois nœuds qui vont le plus vite, 

Pouryj= 4,49'54 .r ^0,2359/ v^^/ 

» Zî= 7.72148.... ^ ^0,1799/ \//^/ 
M yj = ii,ooi4 X =o,i5o7 / v^é"^ 
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Si ]*on veat connaître, à un instant donné, les points de la 
surface qui font ]e& plus grandes oscillations verticales^ on 

a, pour les déterminer, Téquation -r^ -- o, et en remarquant 
que ;p = -y celte équation devient 

( ? ) ^4x*— 9) tangx -+- 9X -^ o. 

Elle n'a pas de racines réelles entre o et |: si x> i> elle ne 
peut en avoir que dans les quarts de cercle de rangs pairs, 
et elle n'en a qu'une seule dans chacun de ces quarts de 
cercle. Pour une racine quelconque x'^> on a 



(?') .r='^A'' 



'2 



v^- 



On voit ainsi que les points maxima des oscillations se meu- 
vent uniformément avec une vitesse qui, comme pour les 
nœuds, est proportionnelle à v?. Mais, comme x <Z<» '^ V^^~ 
mier maximum précède le premier nœud, ensuite il y a un 
maximum entre le premier et le second nœud et, générale- 
ment, un maximum pour chaque onde dentelée. C'est à ces 
maxima qu'il convient de rapporter le mouvement de ces es- 
pèces d'ondes. Ainsi la vitesse d'une onde dentelée sera pour 
nous celle qui correspond aux plus grandes oscillations verti- 
cales. 

Soit K — 2 ^2\ l'amplitude qui correspond à x = x'- On a, 
en substituant dans X les valeurs de sinx^, cos x déduites de 
l'équation ((3) et la valeur ((3') de^, 






" y/- V gt^ /(Vx^ -^)*-^8"i"^ 



La fonction 



1 

y? 



V^ÛZ*-9)*^-8ix* 



croît à partir de x = ©jusqu'à la plus petite racine x'^ de l'équa- 
tion (|3), puis elle croît ensuite indéfiniment à mesure que % 
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augmente. 11 suit de là que les deux premiers maxlma sont les 
plus grands et que, vu la valeur (i8), les autres forment une 
suite décroissante dans le sens où ils se rapprochent de l'ori- 
gine des ondes. 
On a 

1' /;- 1,8359, 

d^où 

.r = o,30ç)it)/gi, K = 2,352;// 4*/ —i = i,i^^3/ii/ -, 

/T 

X= 1,7118/, ' -' ^-'3^9^ 1/ -i 



2» x;- 5,8958, 

d'où 

X — 0,205- f ^gl. K — 0,6878// 1/ — = 0,3 121// i/ -> 



X — o,533i /. 


■:- 1,3938 v'g/: 


30 


X; = 9,'86>. 


d'où 





X :-. o,i(jiç)t\/gl. K=-- o,4o3o// y-;;^ = o,285o// r/^, 



X = 0,3420/. 



= i,o364^^; 



4" X'^r^ 12,3872, 

d'où 

X=r.O, 1421 / /^"/, K = 0,274 I // (/— = O, 1938// 1 /- , 

X:rr 0,3420/, T=I,0364i/-« 

V S^ 

77. Mouvement du liquide lorsque le niveau est indéfini en 
TOUS SENS. — Keportons-nous à la formule (8) du n« 75. Nous 
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avons, par une extension de la formule de Fourîer (<), 



/(•^ïj;=^ I j dmtin r jf{oL,^)co3m(x---a)cosniy—Q)doLd^, 

m 

d'où, par comparaison avec la formule précitée, 

A,„,„ = — r .-: dmdnfioL, ^)dad^, 

el la formule (5) du n" 75 devient 






dm dn 



\ '^y //(«, ?)siii/v/A'^'/«* — /<*cosw(j:-a)cos//0 --?)rfarf?. 

En posant 

\ m = z/costu, n -- Msinco, 

( 9. ) « 

/ .r — a — pcosO, j--- ^ = p sinf), 

on devra, dans la formule (i), substituer u du du à dm dn et 
les limites de u, o) seront respectivement o,x, et o, -, on 
obtiendra ainsi 



\^ r j r t r Cr rx COSl«pCOS(w— O)] . / - /- . ,o 

Cette valeur est indépendante de Tangle B que Tintégration 



(') En considérant^ comme un paramètre arbitraire, on a 
f{x,y)--]^ I dm I /{oLj;^)cosm{x— :x;d3. 



et de même 






d'où la formule du texte. 
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par rapport à od fera disparaître, car OD;a 

-rr / j cos[i/pcos(to — 6)] -+- cos[i/pcos(a) -+- 6)] j rfu> 



1Î 



= 1 — cos[wpcos(io —6;] -f- co8[«p cos(tu -f-6)]( * = o. 



(0=0 



Il est donc permis de faire d = o, d'où 



7C 



(^^ ? = "Zi / ^ I c~**^cos{upcoQtii)dtii j j f(%y^)smt^(;;u.\/udad'i 



Posons 



(4) < ^\ "• 



Z - / du j e-"^ cos (il pcos(t))du} 



— I d(s) I e""^ cos ( // p cos 10 ) du . 

•'0 *^o 



Une double intégration par partie donne 

fc^»« cos (u p cos a>) rf« = -T , 



»»^^^^^^ 



Jq ' ' C^-T- p»COS*(0 

par suite. 



7C 



( J ) Z = 3 / = . 

*/« 3»-r-p*C0S«t0 .j,Y3*~p* 

On remarquera que la formule (4) conduit à 

r. 

I W^du I e-"- co8(wpcosa))rfu> = (— i)« -j-^ • 
0*0 

La surface immergée du corps solide peut être considérée 
comme se confondant avec son paraboloïde osculateur 

/i étant la flèche et/>/' les demi-axes de la section ellip- 
tique hjleur d'eau. 
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Soient A, B le volume et le moment d'inertie par rapport à 
Oz du segment solide immergé ; on a 



(7) 



/ / //("^i y)^'^ J''dx= o, / jfi'^'jr))' dx dy = o. 



Premiers moiwements du liquide à la suite de rébran- 
lemenl. — Si, dans la formule (3), on substitue le développe- 
ment 

s/uSmt^/^ru r. Ut)/^r iV^ _^ -irTT- - ' ' ' ^ 

et, si Ton a égard à la relation (6), on obtient. 

D'après la valeur (5), la série entre crochets sera d'autant 
plus convergente que - — sera plus petit. Mais, quelque 

petit que soit /, la série sera en défaut pour des points de 
rétendue superficielle de l'ébranlement; car, comme z = o, 
p s'annulera dans cette étendue. 

S'il s'agit d'un point situé à une grande distance de l'ébran- 
lement, on peut négliger a, (3, respectivement devant j; et j^, 
et, si l'on pose 

on a 

(5') Z^ "" 



11 vient alors 



^^ • "" TTÎ \dz "^'2.3 dZ^ "^2.3.4.5 f)z^ -^"'J' 

On déduira de là les vitesses horizontales 



âx Or ÔJi' Or r ôy âr r 



— > 



et leur résultante sera ~ et sera dirigée suivant r. 
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Pour connaîlre les lois des premières vitesses, on conser- 
vera seulement le premier terme de la série, ou on prendra 



Agtz 

= — 1 

T 3 ' 



2'ir(3*-T-r')* 

d'où 

ào _ ZXgtzr <^cp _ A/?/(r»— as*) 

Jr ^ 1' ôz ^ ^' 

La première de ces vitesses étant négative, les molécules 
commenceront à se mouvoir dans le sens horizontal en se 
rapprochant du lieu de Fébranlement. 

Lois que suit le mouvement iorsquil est sur le point 
de s'éteindre. — Nous devrons développer 9 suivant les puis- 
sances négatives de /. 

Nous poserons 

z -f- £p cos 10 — A:, z — ip cos w = k' 

et nous continuerons à écrire 

I c-^'-f^ sini// yj~^ du = Y, Ç e-«'*' sinw/ ^gdu = Y', 

d'où 

Jx»» _ I /)ï v^ 
£?-«'* sintt/ J*r u^du^ -— - , 
^ g ^^* 

I d^\' 



I - 1 
/ e-^*^' s'm ut ^ g u^ du = 



d/« 



L'équation (3) devient alors, après y avoir remplacé u 
par u^, 



7Z 



Si Ton excepte les points de la surface et ceux qui en sont très 
voisins, nous avons, d'après le n^ 76, 

fJsrl gn \gt^J \gt^J y 



\ 



I 

l 
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d'où, en remettant pour k et /r' leurs valeurs, 

En multipliant par J&), intégrant de w - o à w — - - et diffc- 

2 

rentiant deux fois par rapport à ^, on obtient 
' expression dans laquelle on devra remplacer p* par 

1 p^ = x^-T-x^ — '^' a-'' — 2 3/ -h a* H- p*. 

■ 

î Nous avons donc, en ayant égard aux formules (7), 

! 2.4 24 A 3 3 1(23* — .r«— )MA — Bl 

) d*où, si t est suffisamment grand, 

1 

: • '^? _ ' i A 



i 




<>3 71^*/^ 



do _ 36oAj 
? ()o Sik) A.r 



On voit ainsi que, si le temps écoulé est très considérable, le 
mouvement horizontal des molécules est insensible par rap- 
port à leur mouvement vertical. La vitesse finale verticale est 
indépendante de leurs coordonnées et varie en raison inverse 
de la cinquième puissance du temps. Comme elle est négative, 
chaque molécule achèvera son mouvement en s*élevant ver- 
ticalement, ce qui estTinverse de ce qui a lieu dans le cas d'un 
canal. 

Nouvelle forme sous laquelle peut se mettre la fonc- 
tion 9. — La formule (3) peut s'écrire ainsi 

Vil. 18 



<l 
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La double intégration relative à a, |3 ne devra s'étendre 
qu'aux valeurs de ces coordonnées qui répondent à des points 
compris dans Taire de Tellipse de fleur d'eau 

1' ^ ?* - , 

Pour avoir égard à ces limites, substituons h a^ ^ les varia- 
bles s et vp définies par 

a = Ix cos<l, p = Cs cos^ ; 

les limites de s seront o et i, celles de ^, o et ar; dxd^ devra 
être remplacé par ifsJsd'^ : on aura ainsi 

o) o = — j-îî / du I diiù I ds I (I — .v')c~-« cos(i/pcosio)sin//^i/ .^V^« 
Si Ton pose 

./• — /• cosO, y = r sinO, 
on a 

d'oùy en développant suivant les puissances de -^ 

(II) - = -. H- -r(/cos6cos<}'-^ /'sinO sin^ ) -h — 



P 

Propagation des ondes à la surface, — On ne consi- 
dérera que des points très éloignés de la surface, ce qui re- 

r r 
vient à supposer que v» y sont très grands. 

Premier cas : J^ temps éconié n'est pas encore très consi- 
dérable. — La formule (5') donne, par un développement en 
série, 

I z*' 1.3 z^ 1.3.5 3« 1.3.5.7 -' 



Z - - ( I 
9.r 



•2 r* -2.4 /** 2.{.6 r« '2.4.6.8 r* •••/• 



et la formule (8), qui reçoit ici son application, nous donnera, 
pour z -- o, 



_ A / I ^U^ _^_ (i.3)î g^r (1.3. 5)^ ^_ \ 



•2 71 \ '2.3 /•"* '2.3.4.5.6.7 r* 2.3.4.5.6.7.8 9 /•' 
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et, en posani 



(s)'=". 



on a 






Si Ton remarque que 



dp _ '1 



âz' 
l'équalion .— ^^ o, qui donnera les valeurs du rayon r corres- 
pondant aux maxima de z' relatifs à ce rayon, sera 



(12) 






Le nombre des racines pi de cette équation est infini; mais 
on doit rejeter toutes les valeurs trop grandes de /?, puisque 

^— est censé ne pas être très grand. 

Pour chaque racine/?/ de cette équation, on aura 

i\/pf 

L'onde formée par deux maxima consécutifs s'élargira pro- 
portionnellement au carré du temps; pour cette raison et à 
cause de rabaissement rapide de leurs sommets, les ondes de 
cette espèce ne seront pas trop apparentes. Néanmoins nous 
déterminerons la vitesse des deux sommets qui précèdent 
tous les autres et qui répondent aux deux plus petites racines 
de l'équation (12). 

Nous avons 

jir/* A A 

/•i = 0,3672 ?î-, z\ .- o,i567 -^ "z {,6472 — -- pour p, = 7, îi52, 

/•î = 0,1289^? 3^ — - — 2, 1766 — = — •>2(,o4 -^^ pour /;î = Go, K), 
2 # < >« i 
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Second cas : -- est très grand. — On admei que - - esi du 



r r 
même ordre de grandeur que j» ^ 

On déduit de Téqualion (10) 



5'= -j- / du l diû j dx I (i — v^)cos{upcosiù) cos t \/gu,.f a d*\). 

~ «'o '0 *'• «^'o 

En remplaçant, dans Téquation (11) du n"* 16, x ce par 
p cos(ki et m par 1/, on obtient 

; cos ( tt p cos (I* ) cos r Ui'uMu = —-^- — — / cos ^— ■ rA» : 

i^'o .2p*COS*o)J^ 4pcosa) 

d'où, en différentiant deux fois par rapport à t, 

I cos ( W p cos 0) ) cos / ^gU . « ^/tf 

• 

^>/* L'-*?*cos*w,/^ 4pC0S(t) J' 

et Ton a, par suite, 



71 



17:» <)/«./jj .,/, J^ J^ p«C08»cD 4pcosa) ^ 

En remplaçant jf — a par pcos&) dans Téquation (17) du 
n* 76, on trouve, en ne conservant que la première puissance 
négative de gt^. 



>*COS»(i) A 



gt^i\ -r») , 

COS^^ a r 

4?cos*o 



/ \* \ 4pcosa) 4pcosto/ iit^ 



On a donc 

11 



IIZ \1gT^ ^^ •'0 «.'0 

.'« \ 4?cosw 4pcos(i)/, 1 ^ «r*/i 



(p cos 10)! 
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Si l'on pose 






COS*o 

les limites de x seronl zéro el Tinfîni, el Ton a 
rn faisant 



(•2 /i -+- .r* -T- v/2 /u -\- x^) /a 4- X* ' 

fonction qui s'annule pour j? — o et .r := oo. 
II résulte de là que 






1: 



cos T " 



4pcosco 4 

•^ C0S*(O 



= /'2 ; cos ^— ^; ^ r;tr -i- 2 / cos^— ^ ,- .rX de. 

Jo 4? .{ 4p 



On a d'abord 



1 cos^î— ^- ' dx— (cos^^ Sin^ ) 4/ — 5--; 



puis, en intégrant par partie, 



/ cos ^î ; x\dx — \ I sin *î-— ^ .- r/.r. 

./o 4? g(\% 4? ^^^ 



/v 

D'ailleurs -j- est de la forme 
ax 






X étant une fonction qui-, comme X, s'annule pour ^ =. o et 
^ = 00. On a donc aussi 

/ sin^î ^ -^-fltr 

e/o î ? dx 

= - ( cos V -^ sin^— ) ^ / cos^^-î-- ^ -y- dx, 

i\ 4? 4?/ ^^*v/o 4? ^'.f 
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et» en continuant cette suite d'opérations, l'intégrale relative 

à &) se trouvera développée suivant les puissances de la petite 

r— 
quantité i / -^^ - • En ne conservant que le premier terme de la 

série, on aura simplement 

J^ 4?cosw ^^gl^ V 4? 4p/V (ff' 

On trouvera de même 



•K 



\i% I sin y-^ = ( cos V -^- sin'^ 4/ -^ 



008 '«jd 

On a donc enfin 



Reportons-nous maintenant à la série (i i), que nous limite 
rons à son second terme, et posons 

/ cos 6 = //«cos*6-f-/'«sin«0 cos 6', 



/' sine = v//« cos*0 -r- n siii»e sine'. 
Nous aurons 

I I //« cos» -+-/'« sin» e ,, 

- = --r-s cos(d/— ). 

p r r* \T / 

En dehors du cosinus qui entre dans z*, nous prendrons 
p=zr et nous poserons 



, . i//«co8«e-4-/>8in«e 

^=S^' JF^ 



Comme -> - sont très petits et- — très grand, k pourra avoir 
telle valeur qu'on voudra. 
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Nous pouvons maintenant écrire 

En suivant la même marche qu'au début du numéro actuel» 

âz' 
on établira que -r^=:o; en faisant en conséquence 6' = o, 

on aura 

/tir rjî I 4rj^ J^ ^'^ ^r 3/i/r 

I — sin ^ / ds I sin (ks cos^}^) (i — f* ) ^ rf^/ 

La seconde intégrale est nulle entre ij; ::=: o et ^J^ = ar, et 

Ton peut prendre la première entre o et - en quadruplant le 
résultat, d'où 

-xx/i/iW d^ l st^ r" r« ,. .., . ..I 3////' 



r: I cos ^ / ds 1 cos ( ks cos ^î/ ) ( i — v* ).v r/d; | 



^,1/4 



Si Ton effectue la double différenliaiion par rapport à / et 
que, en dehors des sinus et des cosinus, on mette 



4 kr* 



//»cos*0-4-/'*8in»0 



I I I 



on obtiendra des termes en -> — > -i; mais on ne conservera 
que la puissance de - et 1 on supprimera le terme —^ qui 



est de Tordre de •-• Alors on aura 



it 



L'intégrale relative à ^ pourrait s'obtenir immédiatement. 
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mais il sera plus simple de faire 

X cos<}' = «, -^ siin}^ = ù, 

en remplaçant sckd^ par dadb. L'intégrale relative aux nou- 
velles variables devra s'étendre à tous les éléments d'un quart 
de cercle d'un rayon égal à Tunité; il faudra donc intégrer de 
fc = o à ^ = V I — a-^ et depuis a = o jusqu'à a = i . On aura 
donc 

/ ds I cos( A'-f cosîp) ( I — x^)sd^= j / (i — rt* — />* ) cos Ayz da dit 

= 3 /(.-«')' 



cos kada 



et 

en posant 

K= - 



z' =K cos -,— j 



— - — -— / il— a^)* COS ha dn. 

3T.r\/l* C08*e -h /'* sin*e c/o 



Comme ^-^ est censé très grand, le facteur K qui ne dépend 

que de k variera bien plus lentement que cos y— qui passe 

d'un maximum positif à un maximum négatif dans un inter- 
valle de temps pendant lequel K reste sensiblement constant. 
Il résulte de là que : 

i"" Chaque molécule de la surface exécute des oscillations 
verticales dont l'amplitude 2K varie avec t pour le mémo 
point, et varie à un même instant d'un point à un autre. 

2^ Si T est la durée d'une oscillation, dont on négligera le 
carré, on a 

d'où 



T = 



éT' 



3® Tous les points situés à la même distance r du centre 
d'ébranlement font au même instant leurs oscillations dans le 
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même temps. Mais ces oscillations n'ont pas toutes la même 
amplitude, puisque K renferme 9. Si de ce centre on décrit 
deux cercles très rapprochés ayant pour rayons r et r -h X, et 
si l'on détermine X au moyen de 

^ K!L^ ^ • 

4r 4(r-i-X) '•' 

les deux points de ces deux circonférences situés sur une 
même direction polaire exécuteront leurs oscillations en sens 
inverse, c'est-à-dire que, lorsque Tun atteindra sa plus grande 
élévation, Tautre atteindra sa plus basse position. La surface 
liquide peut être partagée en une suite de zones semblables 
qui formeront une série d*ondes circulaires mobiles, en ap- 
parence, à celte surface. La largeur X de Tonde correspondant 
au même rayon sera à très peu près 

A = — J 

et en un même endroit les ondes se rétréciront à mesure que 
le temps augmentera. 
4*» On a 

V T^g 

donc, comme dans le cas d'un canal, la durée d'une oscilla- 
tion est proportionnelle à la racine carrée de la largeur de 
Tonde. 

5** L'angle 9 étant donné, on peut suivre dans le plan ver- 
tical qu'il détermine le mouvement apparent des points dont 
les oscillations sont nulles et de ceux pour lesquels l'ampli- 
tude 2K est un maximum par rapport à r. 

Les premiers de ces points seront déterminés par l'équation 
K= o ou 






(i4) / (i — rt*)*COsA:arfa = o. 

Relativement aux seconds, si Ton observe que -r- = > 
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l'équation -^ = o devient 

(i4') '\ I (i — a^ycoskncin — 2k j (i — a^y s\nka,a (fa = o. 

Pour une racine quelconque ki de l'une ou Taulre de ces 
équations, on aura 

(l5) rr-ty/fr\ 

11 résulte de là'que le mouvement de propagation des points 
de cette espèce est uniforme. L'amplitude maximum qui ré- 
pond à ki varie en raison inverse de r et, par suite, de t, La 
moitié de Tamplitude étant l'ordonnée des points auxquels 
elle répond, les ondes considérées doivent être, à de grandes 
distances de Tébranlement, beaucoup plus sensibles que celles 
qui se propagent d'un mouvement accéléré, puisque les hau- 
teurs de celles-ci sont en raison inverse du carré de la dis- 
tance ou de la quatrième puissance du temps. 

6° Comme la vitesse apparente des points dont il s'agit dé- 
pend de l'angle 6, excepté dans le cas de /'=/, on voit que, 
à un instant donné, ces points ne doivent pas être rangés sur 
des cercles concentriques au centre d'ébranlement. Ainsi les 
points dont les oscillations sont nulles forment à la surface 
une succession de courbes semblables qui se propagent uni- 
formément et dont (i5) est l'équation polaire, soit, en coor- 
données rectangulaires, 

^ -^ 16A7 "^ ' 

Elles forment des ovales allongés dans le sens du plus grand 
diamètre de l'ébranlement. 

7* C'est dans cette direction que les oscillations maxima se 
propagent avec la plus grande vitesse, et dans le sens du plus 
petit diamètre qu'elles se propagent le plus lentement. Les 
amplitudes dans les deux directions sont proportionnelles aux 
-diamètres correspondants. 
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Cas OÙ le corps immergé est de révolution autour d'un 
are vertical. — On a /— /'. Les points dont les oscilla- 
lions sont nulles» ainsi que ceux qui répondent aux oscilla- 
lions maxima, se trouvent sur des cercles concentriques mo- 
biles. Les premiers cercles partagent les ondes en groupes 
constituant chacun une onde dentelée. Les ondes dentelées 
s'élargissent proportionnellement au temps à mesure (ju'elles 
se propagent. Les mouvements des cercles qui la terminent 
sont compris dans Téquation 






ki étant une racine de Téquation 

ÛC ) I ( I - - rt*)* coska da — V — o. 

Les cercles correspondant aux oscillations maxima se pro- 
pagent aussi avec une vitesse constante, et Ton peut regarder 
cette vitesse comme étant celle des ondes dentelées aux- 
quelles ils appartiennent. Les valeurs de ki seront données 
par réquation (if), qui peut se mettre sous la forme 

ôV 

<I7) 3P-+- 'xk~:- ^o. 

Nous désignerons par 

8 /'i hlki V 



K'=2K-: 



37rr 



i*amplitudc de ces oscillations. 

Nous allons maintenant chercher à déterminer, par approxi- 
mation, les plus petites racines /ri, ki de Téquaiion (17), les- 
quelles répondent aux ondes dentelées qui se propagent avec 
la plus grande vitesse. 

En faisant 



/*= / (i — a^ )^ a^"* da = -^ !-An_i = 



A,z= / (I — a^)^a^'*da=z A„ . = ^ ' , 



•À{n-r-l) I . 2 . 3 . . . ( /l -h 2 ) // H- 3 
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on a, eu développant en série suivant les puissances de k, 

P -= A — A - -^ - — —- h 

2 7-, 3. 4 •Ji.3.4.5.6 

8 1 7. '^^i(i.i.3...//>*(//-M)(/i-T-si) \ 4 / J' 
En faisant -y- =p, l'équation (17) devient 

(18) -LL^^y 1 2—ir. =r o. 

•2 u.i .ifadjd .•>,. 5. ..//)'(// -h I)(/H- ".'-) 

On a 

I" pi= 1,8628; 



d'où 



/•, - 0,3027/ \/^'f. K'= o,<,788 ^^ = 3,2364 y ^^' 



T rri I ,(jOl54 / -> /-- 1,1509/; 

'jl" ;?2 = 1 1 , 5 ; 

d'où 

r2=o,i92o/v/j!r^ K'r^ 0,2609 y =^i,3588^l/^ . 

T = I , '>,o69 4 / - > À = o , 463'>- /. 

La vitesse relative à ri n*esl environ que les f de celle qui 
répond à un canal. Celle qui se rapporte à r2 est à peu près la 
même dans les deux cas. 

Biot a observé le temps que met Tonde définie par pt à par- 
courir I"*. En faisant donc Tj = i, on a 

3,3o36 

La flèche du segment plongé a été, dans tous les cas, égale 
à o'",oi. 
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On a le Tableau de comparaison suivant : 

t en secondes 

Corps plongés. /. observé. calculé. 

III 
Sphère de rayon o^joS <),o3 5 0,09 

Sphère do rayon o", 10 o,o436 \ j^oS 

Paraboloïde 0,02 7 7, 46 

Ellipsoïde dont Taxe vertical est 

double de Taxe horizontal. . . 0,01 5 8 8,64 

11 nous semble que la concordance approximative entre les 
résultats d'expériences sommaires et du calcul où Ton a fait 
tant d'abstractions doit paraître suffisante. 
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CINÉMATIQUE PURE. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE D*UN POINT. 



1. Sur la composition des vitesses, — On établit générale- 
ment la règle de la composition des vitesses en partant de la 
considération du mouvement uniforme d*un point sur une 
droite qui est animée d'un mouvement de translation rectiligne 
et uniforme. 11 nous semble que, à cette manière de traiter la 
question, on doit préférer la suivante : 

i'' Composition de deux vitesses, — Supposons que, nous 
trouvant entraîné dans le mouvement d'un système inva- 
riable (S) ('), nous observions un point mobile m. Soient a 

Fi(j. i8. 




(Jig, i8) le point de (S) où se trouve m à Tinstant t, a' la posî- 



aa 



tion que prend ce point au bout du temps t-\-dt; i' = -.- 



(•) On peut considérer un point quelconque comme faisant partie d'un 
système invaviable en le supposant relié à ce système par des droites de 
longueurs fixes; de sorte ([u'on peut regarder le système comme indéfini 
ou constituant un milieu. 
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la vitesse, dite é'entrainement, de a; à Tinstant i-hdij m 
sera venu en b' et aura ainsi décrit pour l'observateur Télé- 

ment a'b' avec la vitesse relative v' = — ft-» On voit alors sans 

ai 

nh' 

peine que la viiesse absoiue V = -^- est représentée par la 

diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui re- 
présentent respectivement les vitesses composantes v et v'. 

tt Composiiion de irais viiesses, — Supposons que (S) se 
déplace par rapport à un autre système invariable (S'), et soiti/' 
la vitesse du point de ce dernier système où se trouve actuel- 
lement m; la vitesse relative du point m par rapporta (S') sera 
la résultante Vi de r, v'; la vitesse absolue de ce point sera la 
résultante de ^i et v'^ d'où le parallélépipède des vitesses. 

3** Compasiiion d'un nombre quelconque de viiesses. — 
On peut admettre que (S') soit mobile par rapport à un autre 
système (S*'), celui-ci par rapport à un troisième système (S*'), 
et ainsi de suite. On déduira de là et de ce qui précède le po- 
lygone des vitesses. 

2. Cotisiruciion de la iangenie à quelques courbes, 

« 

(a) Courbe plane (d), définie par la condiiion que les 
distances de chacun m de ses points à deux courbes données 
(S) e^ (S'), comprises dans le même plan y aient entre elles 
une relation déterminée, — Soient i^fig, 19) 

Fiç. 19. 




mn -— r, mn! ^=^ r' les dislances de /w à (S), (S'); 
f(ry r') = o la relation donnée; 
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///, //, =z r -h dr, ///| n\ =r' -h dr' les dislances à (S), (S') d'un 

poinl /W| de (c) infiniment voisin de m; 
p, p les projections de m sur m\n\, in\ n\ ; 
inï le prolongement de /W|/w ou la tangente en m à (d); 

oLy CL les angles T/ti/i, ï/ti/i', respectivement égaux à 'f/Wi /ii, 

T/y/i /î'i aux quantités du premier ordre près. 

Nous avons 





nixp ~ dr^ mxp' — dr\ 




puis 

1 


niip dr - 

."'^^ cosa 
C08 mniiHi 


dr' 

• 

cosa" 


d'où 






<•) 


dr dr' 
cosa " cosa' 




iNous avons aussi 


Aar^pdr^o, 




par suite, 

i'i) 


I àf i ôf 
cosa ()r cosa' dr' 





Portons de m vers /i une longueur m\ proportionnelle à 

f(^f' I , . , âf df 

i / y^ 1 et de m vers /r ou en sens mverse, selon que ^ ^ -y-, 

seront de signes contraires ou de même signe, une longueur /w l 

proportionnelle à i/ ~^\ en vertu de Téquation (2), les per- 
pendiculaires en I, r à mUy nui' se couperont en un point T 
de la tangente à ((T),qui sera ainsi complètement déterminée. 



/•' 



Cas particuliers : i" Le rapport - est constant, — En le 



représentant par » Téquation (1) devient 



a 



cosa cosa'* 



d'où 

ml =c, in\' = a. 

VII. 10 
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Si (S) se réduit à un point F et (S') à une droite, le lieu des 
points m est une conique dont on peut ainsi construire la tan- 
gente, connaissant un foyer et la directrice. Comme consé- 
quence, les angles a, ol' sont égaux dans la parabole. 

»• La somme r-^r' est constante. — On a c?r = — dr\ 
et réquation (i) donne 

a'=i8o'— a. 

On se trouve dans le cas de Tellipse en supposant que (S), 
(S') se réduisent à deux points F, F'. 

3* La différence r — r' est constante ou dr z= dr',— Alors 



a'= a, 



résultat qui s'applique à Thyperbole lorsqu'on suppose que 
(S) et (S') se réduisent à deux points. 

3*> Le produit rr' est constant, — On a 



et 



r'dr 


-+- r 


dr'-o 


r 




r' 


cosa 


cosa' 



On portera ml — r de m vers n, m'V=r' sur le prolonge- 
ment de n'm, et la tangente sera déterminée. 

Si (S) et (S') se réduisent à deux points, la courbe est Tel- 
lipse de Cassini. 

( h) Tangente à une courbe plane définie par une équa- 
tion poiaire r:^f{9). — Cette courbe peut éire considérée 
comme étant décrite par un point m qui se meut sur le rayon 

-rv . , dr . 

Om avec la vitesse -^ en même temps que ce rayon tourne 

autour de avec la vitesse angulaire constante w = -^ • Comme 

celte vitesse angulaire peut être choisie arbitrairement, on 
peut la supposer égale à Tunité, ce qui revient à prendre 

t = e, 

La direction de la tangente sera donc celle de la diagonale 

dr 
du rectangle construit sur la longueur mp ::— -^ portée sur le 
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prolongement de 0/w et sur mn^=ry perpendiculaire à O//1. 
On déduit de là que la tangente trigonométrique de l'angle 
formé par la tangente à la courbe avec le rayon vecteur r a 
pour expression 



dr 



dr 



Si Ton considère le cas de la spirale d'Archimède r^^aO, on a 
mp --^Cy mn = r; d'où Ton déduit géométriquement que la 
sous-normale polaire est constante. 

(c) Tangente à la quadratrice, — La règle donnée par 
Dinostrate, pour définir cette courbe qu'il a imaginée, est 
assez compliquée, mais elle revient à la suivante : 

Soient {fig, 20) 

Fig. 20. 




OXj Oy deux axes rectangulaires; 
ô Tangle polaire mOx\ 
• a une constante. 

La position du point //{ est définie par 

> - r/0 = 05, .r = ai) cotO = //iB. 

Pour plus de simplicité, on prendra égale à Tunilé la vi 
tesse angulaire w^ -jj ou dtr=zdO, On aura 



dr 

dii = "' 



di) sin*0 sin-O 
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Soient 01 = a une longueur portée sur 0/ à partir de Tori- 
gine; lJ = OK = acolô Tabscisse du point J de 0/w corres- 
pondant à Tordonnée 01. On a 

05 



sinO 



= 0/w. 



et, si mL est la perpendiculaire en m à Om limitée à O^el 
OP la longueur OL portée sur Ox, 



ÔL = ÔP=11^= ^« 



sinO 8iu*0 sin*6 
Donc 

d'où __ 

dr JK 

^^ ~ ~" pif ' 

La tangente en m est, par suite, parallèle à JP. 
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3. Application à la Géométrie de la théorie du mouve- 
ment d'une figure plane ( ' ) dans son plan, — Lorsque le 
déplacement d'une figure est complèlemenl défini et que Ton 
sait, dans ciiacune de ses positions, déterminer son centre 
instantané de rotation, la normale au lieu décrit par un quel- 
conque de ses points est la droite qui joint ce point au centre 
instantané. 

Si Tune des conditions du déplacement de la figure consiste 
en ce que l'un déterminé de ses points est assujetti à décrire 
une courbe i\\Q donnée, le centre instantané se trouve sur la 
normale à cette courbe. 

Supposons que Tune des conditions du déplacement soit 
qu'une courbe donnée, tracée dans le plan mobile de la figure, 
soit assujettie à passer par un point fixe, le centre instantané 
se trouvera sur la normale à la courbe en ce point. 

Les considérations précédentes permettent de construire la 
normale à la conchoYde et à la cissoïde. 

Si une des conditions du déplacement consiste en ce qu'une 
courbe tracée dans le plan de la figure reste constamment en 
contact avec une courbe i\\e^ le centre instantané se trouve 
sur la normale au point de contact des deux courbes. On re- 
connaît de celte manière que la normale au lieu décrit par un 



(') Voir le Chap. II de la 1" Partie du Tome I; nous renverrons au 
Tome III pour ce qui concerne le tracé et les propriétés des enveloppes des 
courbes planes. 
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angle constant, dont les côtés restent tangents à une courbe 
fixe, est le diamètre du cercle circonscrit au triangle formé 
par les tangentes et la corde. 

k. Sur l'axe instantané de rotation et de glissement d'un 
système invariable libre, — Nous avons établi l'existence de 
cet axe au n<*39 de la première Partie du Tome I^ en nous ap- 
puyant sur la considération des rotations. 

Nous allons donner ici la solution directe de cette ques- 
tion, due à Poncelet et qui est encore Tobjet de quelques 
préférences. 

La position dans l'espace d'un système invariable est définie 
par celles de trois quelconques de ses points ; de sorte que l'on 
est ramené à la considération d'un triangle mobile dans l'es- 
pace. Les vitesses des trois sommets du triangle doivent rem- 
plir certaines conditions qu'il convient d'abord de faire con- 
naître. 

Soient {fig. i\) ABC, A'B'C deux positions consécutives 

Fig. 31. 




du triangle; V, V, V les vitesses des sommets A, B, C; on a 
AA'=r. \dt, BB'= Ydt, CC'= Tdt. 

La projection de A'B' sur la direction du côté AB étant égale 
à ce côté, aux infiniment petits près du second ordre, les pro- 
jections de AA', BB', par suite celles de V, V, sur la même di- 
rection, sont égales et de même sens. Donc : 

Lorsqu'un triangle se meut dans l'espace, les projections 
des vitesses de deux sommets sur le côté qui les joint sont 
égales et de même sens. 
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On peut se donner V arbitrairement; soient A/r, A/r' ses 
projections sur AB, AC; B/i une longueur égale à A/r portée sur 
le prolongement de AB. La vitesse \' de B pourra être repré- 
sentée par toute droite partant de ce point et limitée au plan 
mené en h perpendiculairement à AB. 

Soient 

B/ la projection de V sur BC; 

Ci'= B/ porté sur le prolongement de BC; 

C/f'^zrz A/r' porté sur le prolongement de AC. 

La vitesse Y" pourra être représentée par toute droite par- 
tant de C et aboutissant à Tintersection des plans en t, k" 
menés perpendiculairement à BC et AC. 

Cela posé, concevons que, par un point o choisi arbitraire- 
ment, on mène les droites oa, ob, oc égales et parallèles à V, 
V, V", et joignons le piedy de la perpendiculaire abaissée du 
point o sur le plan abc aux points a, b, c. Les vitesses V, V, 
V*' peuvent être considérées comme les résultantes de la 
vitesse commune o/ = U et des vitesses respectives aj\ bj\ cj, 
de sorte que, si Ton imprime au système ABC une vitesse égale 
et contraire à U, de manière à détruire celte dernière, il ne 
pourra plus se mouvoir que parallèlement à un plan MN lui- 
même parallèle au plan abc; son mouvement sera alors le 
même que celui de sa projection A^B'^C*' sur ce plan, laquelle 
reste invariable pendant le temps dt, les vitesses des sommets 
A*', B'^, C étant respectivement oj, éy, cj. Soit Ox la perpen- 
diculaire au plan MN mené au centre instantané de A^WC, 
Le mouvement actuel de ABC sera un mouvement gyratoire 
autour de 0^, auquel il Taudra joindre la vitesse translatoire U 
qui a été supprimée. La droite Ox est ainsi Taxe instantané 
de rotation et de glissement. 

Remarques. — 1° Si oa, ob, oc sont situés dans un même 
plan, la démonstration ci-dessus n'est pas en défaut; car le 
système ABC, ne pouvant se déplacer que parallèlement au 
plan aoby peut être considéré comme tournant à l'instant 
actuel autour d'un axe instantané perpendiculaire à ce plan; 
le glissement est alors nul. 

2® La démonstration est réellement en défaut lorsque les 
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droites oa, oh^ oc sont parallèles. Les chemins élémentaires 
AA', BB', ce sont égaux si leur direction n'est pas perpendi- 
culaire au plan ABC et le mouvement se réduit à une transla- 
tion. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi : le centre instantané 
de AB, par exemple, se trouvera sur la direction de cette 
droite; mais on peut substituer à A, par exemple, un autre 
point A, du plan ABA'B' dont la vitesse ne soit plus parallèle 
à BB'. Alors on rentre dans le cas ci-dessus. 

5. Du roulement de deux corps solides run sur l'autre (*). 
— On est évidemment ramené à étudier le roulement d'une 
surface mobile (S) sur une surface fixe (S'). 

Soient, à l'instant t, 

le point de contact des deux surfaces ; 

j la normale en ce point; 

Ox, Oy deux axes rectangulaires tracés dans le plan tangent. 

Pour que le s^^stème (S) roule sur (S'), il faut d'abord que 
la rotation instantanée rencontre le plan tangent xOy en un 
point infiniment voisin de l'origine 0. Nous considérerons 
cette rotation comme la résultante de deux autres : une y pa- 
rallèle à Oz, et l'autre e dont la position reste indéterminée. 

Il faut ensuite qu'un point Oi de (S) infiniment voisin de 
et le plan tangent en ce point viennent respectivement coïnci- 
der avec un point 0\ de (S') et le plan tangent en ce der- 
nier point. 

En affectant de l'indice o les quantités qui se rapportent n 
l'origine, l'équation de (S) pour des points extrêmement voi- 
sins de 0, et aux termes du troisième ordre près, est 

et Ton a pour le point 0| 



(') Nous rappellerons les notations suivantes, 

t)z dz d*z d^z à^z 

^ ôx Oy Ox^ OxOy ôy* 

en désignant par z une fonction des deux variables Xj y. 



MOUVEIIENT GÉOMÉTBIQUE DES SYSTÈMES INVARIABLES. 297 

Dans le temps dt, la rotation y ne donnerait pour Oi qu'un 
déplacement du second ordre, par suite négligeable, devant 
X\ et ji. II est donc permis, du moins jusqu'à nouvel ordre, 
de faire abstraction de cette rotation. 

En nous arrêtant aux termes du premier ordre, ce qui nous 
suffira dans ce qui suit, nous avons, pour le point Oi, 

et, pour réquation du plan tangent en ce point, 

z — 3i = /?! ( j: — x, ) H- 71 (J — Ji ) 

OU, en ayant égard à (Oi) et (ft), 

(f) z =piJO-^qijr— - (roxl -h iSo.TiXi-^ toj']). 

Je 

En accentuant les lettres /?, ^, r, ^, ty ^i , ^i , on a de même, 
pour réquation du plan tangent au point 0'^ de (S'), 

On déduit de là, pour les équations de l'intersection des 
deux plans tangents en projection sur les plans -pOj, jOz, 

Pi—p\) = (piq\ — qip\)j' 

-T- - [{rox\ -h !2.foJ:i7i -H t^jDp'i — (r'o x', 4- 'is'ox\jr\ -^ /o/i);?i] 

Cette intersection est l'axe de la rotation e, et nous suppo- 
serons que la direction de sa projection sur xOy est donnée. 
Nous dirigerons, en conséquence, 0^ parallèlement à celte 
projection et, en désignant par x sa distance à l'origine, nous 
aurons 

/ q'i= qi. 

,0 rP' ^'^^^~lV-{r,x\^-^'is',x\x\-^t',yny 
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Soil 

la distance au plan xOy de Tintersection de la rotation e avec 
le plan xOz, 

Si //, est diiïérent de pi, Ç sera du second ordre, et Ton 
pourra prendre x\ = X\,x'\ = Ji î "^^is il est facile de voir que 
ces deux dernières égalités donnent dans tous les cas pour Ç 
une valeur du second ordre. En effet, Ç peut se mettre sous la 
forme 

y ^ î r p\{r^J\ -+--^oV|)xi —pxir'^Xx -+-*in)^il 

^ i{px — p\) L-+-/?i('o.vi -^ Jo.''!)ri-/>i(/'o vi -+-^'o.n).riJ' 
Mais les équations (é) donnent 



donc 

longueur qui est bien du second ordre. Il suit de là que la ro- 
tation e renconlre l'axe Ox. 
La seconde des équations (d) prend la forme 

(p\ — p\)y. -■= - [('•o — '•'()) -^î -+- '^(-^ - .^0) j^i jj -^('0— f'o)j'\ J ; 

mais les équations (/) donnent 

Pi — p\ - ( ''o — ''o) -^ï -+- (-^o— -^o)/!» 

( î ) ( /o - /o).> I = — (^0 — -^'o) '^\ ; 

on a donc, par suite, 

Soient e>, €r les composantes de e parallèles à Oj, Oz, On 
voit, à Tinspeclion de la troisième des équations (rf), que 
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d'où, en négligeant q\, 

^y = £• 

La rotation e-, qui est du premier ordre, peut être négligée, 
puisqu'elle ne donne dans le temps (/^ qu'un déplacement du 
troisième ordre de 0|. 11 suit de là que la rotation £, parallèle 
à Oj, est comprise dans le plan xOy\ 

Soient 

m la projection commune de Oi, 0\ sur le plan xOy; 

Om = dd le roulement élémentaire ; 

X Tangle qu'il forme avec Ox; 

V, v' les angles formés avec Oz par les normales en Oi, 0', à 

(S), (S'). 

L'équation (i) donne 
Ci. tangÀ:--^^î^, 

ei Ton a 

j-, = cos X rfj, j'x — sin X fis' : 

puis, en se reportant aux formules (b), 

p^ = (to COsX f- ïo siDX)f/7, 

<jr, = (/o8inX -t- f cos X ) r/7 

cosv = -— = I — '—^ '— , 

/i-t-/>J-+-7Î •' 



et enfin 



d'où 

v« = ;?} -^ (f\ = [r* cos* X -+- .fo( '•0 -^ '0 ) sin jt X -H r J sin* X -r- f J ] rfa- . 

On a aussi 

2 3| — (rj 008* X -4- vq sin 2 X -+- /5 sin* X ) r/j* 

et des relations semblables aux précédentes relativement à (S' ). 
On choisira le sens des z positifs, de manière que Z\ soit 
positif. Le plan tangent en Oi, pour venir coïncider avec le 
plan tangent en 0',, devra décrire, autour de l'intersection des 
deux plans, l'angle v -f- v' ou y — v', selon que z\ sera négatif 
ou positif, ou encore que les sections faites par le plan zOx 
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opposeroni ou non leurs convexités en 0. On a donc, en com- 
prenant les deux cas dans une même formule, 

£ r/r = V =b v' 

ou 

\ er/r = [v/rj cos*X -+-.vo(a'o-+- /o)8inaX -h/J sin*X -HfJ 

( î ) " ^ -, 

f d= ^r\* cos« X -h .f ( rô -h /i ) sin a X -H /„* sin* X -h .v'^* J dv. 

Nous nous bornerons à appliquer les formules (3) et (4) 
aux cas particuliers suivants : 

i« j~o, y„=:o. Les plans zOx, z Or sont principaux pour 
les deux surfaces et Ton a X = o, et les sections faites par le 
premier de ces plans rouleront Tune sur l'autre. L'équation (4) 
devient 

ou 



( 5 ) tdt 



fl-ff)''"' 



en désignant par R, R' les rayons de courbure des sections de 
(S), (S'). Celle relation est évidente quand on considère deux 
cylindres tangents suivant une génératrice commune. 

oo to 1= o, ^0 — o- l-Gs deux indicatrices dont les équations 
se réduisent à 

iz = r'oJT* -h 2/0-27 

sont des hyperboles qui ont Oj pour asymptote commune; 
comme on a X=:9o°, le point m se trouve sur Oj et 0|, O', 
sur les lignes asymptoiiques de (S), (S'), qui sont tangentes à 
OjTy et donta;0/ est le plan osculateur. Il n'y a donc pas de 
roulement de surfaces proprement dit; mais la rotation y fera 
rouler la ligne asymplotique de (S) sur celle de (S'). 

Considérons les deux troncs de cône primitifs d'un engre- 
nage conique; par le point de contact des petites bases, tra- 
çons sur les troncs deux lignes géodésiques tangentes entre 
elles et limitées aux grandes bases. Si l'un des cônes roule sur 
l'autre, la ligne géodcsique du premier roulera sur celle du 
second, et, en chaque point de contact, les plans osculateurs 
coïncideront. Prenons maintenant chaque ligne asymptotique 
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pour directrice d'un conoïde dont les génératrices soient nor- 
males à Taxe du cône correspondant. La directrice de chaque 
conoïde sera pour lui une ligne asymptotique. Les deux co- 
noïdes resteront constamment en contact sans qu'il y ait ni 
roulement ni glissement. On a ainsi le principe d'un engrenage 
conique sans frottement. Si les deux cônes deviennent des cy- 
lindres, on retombe sur l'engrenage de Whyte. 

3" to = o, /'„ = o, So = o, s'^ = o. — L'indicatrice de chaque 
surface se réduisant à deux parallèles à 0^*, les deux surfaces 
sont développables et tangentes suivant Oy, L'angle X est in- 
déterminé et le roulement peut avoir lieu dans toutes les di- 
rections, ce que Ton savait. 

6. Sur le planimètre dWms/er. -— Nous renverrons pour 
la description de cet instrument au Tome III de notre Traité de 
cet Ouvrage; mais nous proposerons de substituer aux deux 
théories que nous avons données de son fonctionnement la 
suivante, qui nous parait plus simple et plus claire. 

Soient (/ig. 9.1) 

Fig. 22. 




la pointe fixe; 

A l'articulation des deux tiges; 

M la pointe qui doit décrire le périmètre comprenant l'aire que 

l'on veut évaluer; 
i)x la direction du rayon vecteur mené au point de départ Mo; 
K la roulette dont l'axe est RM; 

ÔA = rt, AM =. /;, ÂT( = c; 

li le rayon vecteur OM et l'angle polaire MOx. 

Le déplacement de M a pour composantes du suivant OM et 
udG perpendiculaire à cette droite, et il suffit de considérer 
séparément ces deux composantes. 
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i<» Déplacement du, — Comme OM n'est pas censé se dé- 
placer autour de 0, le centre instantané S de ÀM est Tinter- 
section du prolongement de OA avec la perpendiculaire en M 
àOM. 

Soient I, K les projections de S et de sur MR. 

Le déplacement de U autour de S est SR^=^ et a pour 

SM 

composantes 

-=_:r- SI suivant RM, qui ne produit qu*un glissement de la roulette, 
SM 

dont on n'a pas à tenir compte; 
{a) c==rKI perpendiculaire à RM, qui produira un roulement do R. 

• 

2* Déplacement u dd. — Le.déplacement de R est OR rfô, et 

se décompose en 

— OK df) suivant RM, ce qui ne produira (ju'un glissement; 

<ij) Khdb pcrpendiculuirc ù RM, qui donnera lieu u un roulement. 

L'élément de roulement ou la somme des expressions (a) 
et (/>) sera donc 

SM 
Le triangle AOM donnant 

AK ^^ j > 

on a 

KH = AR — AK = ; , 

'10 

et rexpression (c) devient 

•>. br -+- a* -f- Aï w* RÏ 

f/y = _ . ^0 Y U^ -h - — du: 

'xh xb MS 

d'où, en intégrant pour le périmètre entier en revenant au 
point de départ Mu, 

I rii^ do a^ -+- b^ -f- 9. bc r „. r in 



(d) 7 =— j / i , / dh-^ - 



du. 



J SM 
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Pour chaque valeur de m, le triangle AOM est complètement 

RÎ 

déterminé et, par suite, -=_- est une certaine fonction /ï^0• 

Mais la courbe étant fermée, la circonférence de rayon ii 
la coupe en un certain nombre pair de points. Soient Mi, Mj 
deux successifs de ces points situés sur la circonférence de 
rayon n; M'^, M^ les points correspondants situés sur la cir- 
conférence de rayon u -+- du. De Mi à M'|, on a l'élément 

de M!, à M-i, 

-f(u~\- du ) du =—f{u) du. 

Ces deux éléments se détruisant, on voit que / /(//) du — o, 

et Ton a simplement, en désignant par A Taire qu'il s'agit d'é- 
valuer, 



A a^-^ h^ -r- 7. hc 

Trois cas sont à distinguer : 



.h 



I" Le point est extérieur. an périmètre, — C'est le cas 
usuel : un rayon vecteur coupera la courbe en un nombre pair 
de points. Soient M|, M2 deux points successifs situés sur un 
même rayon; M',, M!^ les points correspondants situés sur un 
rayon infiniment voisin du précédent. De M2 à M^ Tangle 
augmentera de f/9, mais diminuera de dQ de M', à M|. I/inté- 
grale de Féqualion (1) est donc nulle, et Ton a, par suite, 

(2) k^brs. 

Si p est le rayon de la roulette, on déterminera b de ma- 
nière qu'à un tour de la roulette correspondent /// unités de 
surface; d'où 

Pour /;/ 1^ I , on a 

I = ^Tzpbi ; 

par suite, 

b = rnbi. 

On déterminera bi par le calcul ou par tâtonnements en 
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prenant pour aire un carré égal à l'unilé de surface. On aura 

ensuite 

A _ d ^ ^' 
m ~ i-icp loo 

N étant le nombre des loo divisions de la jante qui ont passé 
devant un doigt fixé à RM. 

1"^ Le point est intérieur an périmètre, — On a 



|rfO =- 2- 



el 

, , /i* -t- /;* -r- a bc 

A=^Oi-. -, t:. 



Le réglage de Tinstrument s'effectuera comme ci-dessus ; 
mais il convient, autant que possible, de ne pas se placer dans 
le cas, à cause du calcul que nécessite l'évaluation de A. 

> Le point se trouve sur ie périmètre. — Il faut ici que 
a — b. Si le périmètre est un polygone rectiligne, mixtiligne 
ou curviligne, on a, en plaçant ou Mu à un sommet dont 
Fangle est a. 

Mais, ie calcul de a en nombres présentant quelques lon- 
gueurs, il convient de se placer en dehors d'un point angu- 
leux, et alors on a 

Dans le cas actuel, la construction de l'instrument présente 
quelques difficullés; car : i® pour que a = b,\\ faut que OA 
soit à coulisse; 2° pour que la pointe M vienne au-dessous de 
0, il faut que OA soit au-dessus du plan du périmètre et que 
l'articulation A traverse ce plan. 

7. Sur les systèmes articulés ayant pour objet ie tracé 
(Vune droite et d'un arc de cercle. 

{a) Lemme : Rappel des deux propriétés de deux courbes 
planes dont les rayons vecteurs sont réciproques, — Soient 

OBr^r' le rayon vecteur d'une courbe donnée (S'), faisant 
l'angle S avec Taxe fixe Ox; 
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0/w = r le rayon vecleur, suivant la même droiie, d'une autre 
courbe (S) définie par la relation 

(i) rr'= const. A- ; 

ds\ ds les arcs élémentaires de (S'), (S) correspondant à Fac- 

croissement angulaire dO, 
9', 9 les angles formés par les normales en B, m avec OB/w. 

La constante k peut être négative, en convenant alors de 
mesurer r à partir de sur le prolongement de BO. 
On a 

h dr' r , 



iïoix 

d^ r 

Soient V et u les vitesses de /w et B : on a 

V r 
H) 

u r 

Si l'on remarque 

I dr I dr' , 

on voit que 

d'où il suit que le rayon vecteur coupe les deux courbes sous 
des angles supplémentaires. 

On remarquera que si N est l'intersection des deux nor- 
males, le triangle mNB est isoscèle. 

Soient P l'intersection de la normale en B à (S') avec Ox; 
09= j.,mP = W; on a 

OU, en éliminant r' au moyen de l'équation (1), 

(ir«— ;i')r2-^2(AATCOsO = A» 

OU encore, en coordonnées rectangulaires, 

(5) {W^— [xi) (x^ -i-j^) -i- 2iik,c = fiK 

VIL 20 
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Supposons maintenant que P soit un point fixe, centre d*un 
cercle dont le ravon est R'. D'après Téquaiion (5), le lieu dé- 
crit par le point m est un autre cercle dont le centre Oi, situé 
sur Ox, est défîni par 

Le ravon du second cercle a pour valeur 

Il ^ ^"' 



H- - u* 



en prenant le signe -r- ou le signe —, selon que A- et (U' — fx) 
seront de même signe ou de signes contraires. 

La trajectoire de m se réduit à une droite perpendiculaire 
à Ox, si H = u, et cette droite, d'après l'équation (5), est dé- 
fînie par 






( é) Systèmes composés de sept tiges articulées. 
i" De Peaucellier. — Soient {fig. 23) 



Fii;. 23. 
f 

I » » A 

jn. 






OA = OA'=R deux liges mobiles, dont Tune est fixée à 
Tarbre et dont l'autre est folle sur cet arbre; 

ABA'/7i un losange articulé en A, A' à OA, OA'; en B, à la 
lige BP = R , mobile autour du point P; il v a également 
une arliculalion en m ; 

a le côlé du losange; 

OP = V.. 
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Il s'agit de déterminer la nature du lieu du point //z. lorsque 
Ton fait varier la position de OA ou OA'. 

Le carré de la tangente, menée du point à la circon- 
férence ayant A pour centre et passant par B et m, est R^— a- 
et l'on a, par suite, 

OBxO/« = K*-//'. 

On rentre dans le cas du lemme précédent en supposant 
/r = R-— a*-; le lieu de m sera donc une circonférence, ayant 
son centre en Oi, qui se réduira à une droite perpendiculaire 
à Ox lorsque Ton prendra OP = PB. 

On pourra donc décrire, au moyen de cet instrument, des 
arcs de cercle d'un rayon aussi grand qu'on voudra, en don- 
nant h [x — W une valeur convenable. 

On obtiendra un compas général en plaçant Taxe P sur un 
coulisseau pouvant être fixé, au moyen d'une vis de pression, 
sur la pièce dans laquelle est ménagée la coulisse. On pourra 
même graduer la coulisse de manière à pouvoir fixer immédia- 
tement le coulisseau pour obtenir une circonférence d'un 
rayon donné. 

Soient 

i', v\ //, V les vitesses respectives des sommets A, A', B, m; 

S, S' les centres instantanés de rotation de BA, BA'; 

1 l'intersection des directions de PB et de la diagonale AA', 

point par lequel passe également la direction de 0{/77, 

puisque, d'après le lemme, les normales BP, /wOi font des 

angles supplémentaires avec OB/w. 
g, g' les intersections respectives de OA avec la parallèle en I 

à AB, et de OA' avec la parallèle au même point à A/;?. 

On a 

SB , S'B 

Les deux triangles semblables ASB, ISg" donnant 



SB IB 
il vient 



AS x^ ' 



A"- 

i' = 1/ ^ 

IB 



3o8 
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ei, de même, 






if —IL — • 


(Joù 






- = " . 



Si l'on remarque que A^*-! = A'g-'l, lAg- = ÏA'g-^ les trian- 
gles g-IA, g'W soni semblables, ei Ton a enfin 

^=•'1 (M 

v' A'I ■ ^' 

D'après le lemme énoncé ci-dessus, on a 
OU, en menant la parallèle en m à BP, limitée en Q à Ox, 



u 



v= -^- my (*). 

Il résulte de ce qui précède que les vitesses de trois som- 
mets du losange pourront se déterminer en fonction de la 
vitesse du quatrième sommet censée donnée. 

2» Système de Kempe {fig, 24). — Soient ABA'B' un 
quadrilatère dont les diagonales se coupent à angle droit 
en g ('). Construisons un quadrilatère BB'a/zI ayant Tangle B 



(* ) Lelcganl théorème qui résullc de celle relation est dû à M. Mannheim. 

( M En remarquant que -. — est la vitesse angulaire de la tige PB, on 

BP 
retombe sur un théorème démontré, pour la première fois, d'une autre ma- 

nii*re, par M. (rOcagne, mais seulement dans le cas où le point m décrit une 

droite. 

(0 Plus généralement, soit A 5' B - 0. PosonsAB--a, X'W — a', BB'--=6, 
A'A = ^', A^-x, B^ = >',B'^-=x', V^=r'- On a 

a* = X* -\- Y^ — ixy cosO, b* = v» -f- j?'H- lyx' cosO, 

a'-=z x''-^x''-- ix'y'cos^, 0''= y-\-x' -+■ ay'xcosO, 
d'où 



(a* + a'*) — {b'-hb" ) =— a ( xy -i-yx'-h x'y' -ry'x) cos6 — - 2 AB' . BA' cosô. 

Si, pour une forme particulière du quadrilatère censé déformablc on a 
= Qo'', on aura constamment = 90**. Les diagonales resteront donc A 
iingle droit, quelle que soit la déformation. * 
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ei le cc)lé BB' communs avec le précédenl, de manière que les 
deux quadrilatères soient semblables ; pour obtenir les cotes 
homologues, on devra partir du point B dans le sens BB' pour 
le premier et dans le sens BA pour le second. 
On a 

BB' _ h m _ m\ _ \h_ 
lu " A A ~ S'B' ~ B U' 

d'où 



Bî - ^^'' 
^^ - ÂB ' 



[m ^- 



A'IV.B B' 
AB ' 



m \Y = 



AA'.BB' 
AB 



Soit // Tintersection orthogonale des diagonales du quadri- 



Fig. 2'|. 




latère BB'/tiI. Les points g* et// se trouvant sur la circonfé- 
rence décrite sur le diamètre BB', on a 



X 



//è'B = //B'B; 



par suite, en raison de la similitude, 



//^B = BAB'. 

Il suit de là que, en considérant le triangle Ag^B, la droite 
g/i est perpendiculaire à AB. 

Mais, comme, dans les deux quadrilatères, les sommets A', m 

sont homologues et qu'il en est de même des points g* et //, on 

voit que 

B^' ^ M 

BA' " Bw' 

et que, par suite, la droite \' m est parallèle à g/iy et enfin 
perpendiculaire à AB. 
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Cela posé, rendons lixe le poinl A', en inlroduisanl des arti- 
culations en B, I, A, W.m. 

Portons à partir de A une longueur A' égale et parallèle 
à AB; fixons le point que nous relierons par une tige OB à 
l'articulation B. 

Si Ton déplace OB autour de 0, la figure se déformera ; mais 
AB restera parallèle à A'O. Le point m décrira donc la perpen- 
diculaire en A' à A'O. 

Le système de Kempe doit être placé après celui de Peau- 
cellier, puisque, avec le même nombre de tiges et une articula- 
lion de plus, il ne conduit qu'au tracé mécanique de la ligne 
droite. 

(c) Systèmes à cinq tiges de Ilart, — Dans les deux sys- 
tèmes que nous allons étudier, M. llart a réduit de deux le 
nombre de tiges employées par M. Peaucellier, tout en con- 
servant les propriétés de Tappareil de ce dernier. 

1° Soient AB= A'B' (//g*. '?-^y) deux tiges articulées à leurs 

Fig. j5. 



extrémités et en diagonale à deux liges AA', BB' de même 
longueur que les précédentes; un point fixe autour duquel 
la lige AB peut se déplacer. Le système ne sera à liaisons com- 
plètes qu'en l'assujetlissanl à une dernière condition que 
nous établirons ultérieurement. 
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Les triangles ABA', B' A' B étant égaux, il en est de même de 
leurs angles en B, A', et les droites BA' et AB' sont parallèles. 
Portons, à partir du point A sur A A', la longueur 

.,. AA'.aO 

et soit m l'intersection de la direction [de OC avec BB' ; si l'on 
fait éprouver une déformation au système, les droites OC m, 
BA', AB' ne cessent pas d'être parallèles, et le trapèze CBA'//?, 
qui est isoscèle, est inscriptible. De ce que B'/w = AC, la lon- 
gueur B/Ti reste invariable. 

En désignant par I la seconde intersection de AB avec la cir- 
conférence circonscrite au trapèze ci-dessus, on a 

AI.AB= AC.AA'; 

par suiie, 1 est un point déterminé de AB. 

IVautre pari, 

OC.Ow = OI.OB = const. 

Si donc PC est une tige articulée en C et mobile autour d'un 
point fixe P, le lieu du point m sera une circonférence ou une 
droite. 

2" Soient [fig,i&{')] 

Kig. a6. 



OA=a, 0'A' = a' deux tiges mobiles autour des points fixes 
0,0'; 



(') L'analyse suivanlc est emprunlée à M. Darboux, à quelques diffé- 
rences prés. 
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\m — b, Mm = b' deux autres tiges articulées en A, A' aux 

précédentes et réunies en m par une articulation: 
/ la distance donnée 00'. 

On rendra le système à liaisons complètes en s'imposant la 
condition que les angles OA/w, 0'A'//î restent constamment 
égaux, sauf à voir plus loin comment il sera possible de réaliser 
celte conception. Si nous portons sur AO, A'O' les longueurs 
respectives 

les triangles /wAB, m A'O' resteront semblables, de même 
que les triangles /wA'B', /w AO. 
On déduit de là 



A m 


AB 


A' m A'W 


A'O' 


~ A' m' 


AO A m ' 




AB 


A'B' 



d'où 

^^^ AO A'O' 

Si nous représentons par h ce rapport, nous aurons 

i'ï) Ah = ka, A'B'=AV. 

Les mêmes couples de triangles semblables donnent aussi 

(3) /wB==mO'^', mB' = /wO^. 

On a, en raison de la similitude des triangles, 

B//2A = AwO'A', 
0mA = inb'\\ 

et, en remarquant que 

/';^B^== mO^v'-f- O'mB', 

il vient, en retranchant la seconde de la première des inéga- 
lités ci-dessus, 



OmB = 0'//îB. 



MOL'VRMEM (iÊOMËTRIQUË DES SYSTÈMES INVARIABLES. 3l3 

Mais on a aussi 

èmb' = OwB — 0/wii, 

6m0'r:=0mb —O'mb': 
d'où, en raison de la relation précédcnic, 

B//ili' = 0/w()\ 

angle que nous désignerons par 9. 

Sic/ est la distance BB', on a, en ayant égard aux valeurs (3), 



(l- = m B ■+■ m B' — 'j>. m B . m B' cos o 



= /.' (^^;7i'"0 -+- ^ wO --j^ //iO.mO'cos^j , 

/2 = ///0'-h//iO' - 2///0.mO'coscp, 
d'où, par Pélimination de coso, 

En posant 



on n 



mO = r/* -H />* — lab cos^, 

el, par l'élimination de cos»!^, 

11 résulte des équations (4) et (5) que la distance d est con- 
stante et s'obtiendra, soit par le calcul, soit par une épure lors- 
qu'on se donnera la valeur de /r. Le système théorique pro- 
posé sera donc réalisé en joignant, au moyen d'articulations, 
les points B, B' par une tige. 

Prenons le point pour origine des coordonnées rectangu- 
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lairei?, UO pour la direclion d-* J*a\e des x: nous avons 



/wU = /— r 2— .2. 



et, en avant égard à ces valeurs, Téquation > j) devient 






1^ ligne décrite par le point m >era donc généralement une 
circonférence, et se réduira â une droite perpendiculaire à 
00'siat=:fl'^'. 

Considérons spécialement ce cas particulier : soient 

S rinlerseclion de la parallèle à x, menée par le point //i, avec 

la direction de OA ; 
T l'intersection de la direction de inK avec Ox; 
'A la vitesse angulaire de OA autour de O; 
V la vitesse du point /w. 

On a, parla similitude des triangles //lAS, OAT, 

w.OA 
\ = ■-.- ^w = ru.OT. 
A> 

8. Engrenage elliptique. — Cet engrenage a pour objet de 
transformer une rotation autour d'un axe en une autre autour 
d'un axe parallèle au premier, de manière que le rapport des 
rotations suive une certaine loi qu'il s'agit d'établir. 

Soient {Jlg. 27) 

(S) et (S',» doux ellipses égales, en contact sur la direction 

commune de leurs grands axes; 
O, 0' les foyers des deux courbes qui sont respectivement le 

plus et le moins éloignés du contact; 
F, F' les deux autres foyers. 

Si l'on fait tourner (S) comme roue menante de la gauche 
vers la droite autour du point 0' rendu fixe, on déterminera 
une rotation de (S) autour du point ï\\q 0, et le contact en m 
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{Jig, 28) aura lieu coiislammeni sur 00'. Le mouvemenl (S) 
s.3ra interrompu à partir de rinstanl où F' viendra, après une 
(lemi-révotion de (S'), se placer sur 00'. 
Soient 

7.H le grand axe et e rexceniricilc des elli|)ses; 

5' l'angle dont (S') a tourné, c'est-à-dire Tangle formé par O' F 

avec le prolongement de 00'; 
O /;/ =r r', 0//Î = 2a — r' les ra^yons vecteurs de (S'), (S); 
M, m' les rotations autour de 0, 0'. 

FIg. 27. 




(lomnie (S) roule sur (S') censé ^\\q, on a 



0) 



/• 



et comme 



il vient 



(O 



(•> 



w' 


•lit — /• 


r' = 


I -h e cosO' 




I — r^ 



I -+- 6'*H- -IC'COSO' 



Sif) 
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En désignant par 6 i*angle /;iOF doni (S) a tourné, on n 



Om = - 



a(\ -C') 



I — e fo» 



Offi -= 2^/ — 



nd — e-) 
I -T- c cosO' 



d'où, en identifiant. 



cosO — 



I r- 6'"--î- 'It'COSO' 



En se donnant le profil des dents d'une roue, on obtiendra 
celui des dents de faulre roue, en appliquant la méthode 



rig. aS. 




•\ 



donnée pour les engrenages cylindriques, les ellipses se trou- 
vant substituées aux circonférences primitives. 

Si un (lanc est rectiligne, il doit être normal à fellipse. 
Comme les dénis font une faible saillie sur les ellipses, on 
pourra, sur une certaine étendue, remplacer les deux courbes 
par leurs cercles osculateurs. On substituera ainsi aux profils 
réels des têtes de petits arcs d'épicycloïdes. Il est facile de re- 
connaître que la courbure des têtes va en diminuant à mesure 
que Ton s'approche d'un sommet du petit axe. Il est évident 
qu'il suffit d'exécuter le panneau d'un quart d'ellipse pour 
faire le tracé des dents des deux roues. 

La continuité du mouvement peut d'ailleurs s'assurer géo- 
métriquement en montant sur chacun des axes 0, O' une autre 
roue elliptique identique à la première, mais inversement dis- 
posée. 
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9. Engrenage logarithmique, — Soient {Jig. 29) 

O, 0' les centres de deux rotations de sens contraires et qui 
sont les pôles de deux spirales logarithmiques représentées 
par 



= ne^^ 



r'=r' e-»0'; 



OA, OA' les droites à partir desquelles on mesure les angles 
et ^'; 

/Aï, m' deux points correspondants des deux courbes qui vien- 
nent coïncider sur 00'. 




Les angles 9, 9' définissant /w, m' auront entre eux la relation 



/•« 



eaO^/^e-aO'^00', 



et il y aura contact en M sur 00', puisque les tangentes des 
angles formés par les tangentes en m avec les rayons vecteurs 

()/;?, 0' ni sont respectivement -^ 

En désignant par 9, 9' les angles MOA, M'O A', on a 



tu' d^ 



1 ■ 

'1 > 



mais de la relation 



roe2i?^,.'^c'-3c?'=00', 



on déduit facilement 



(h 



r 
r 
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Il vient donc 



(o r' 



Il suil de là que AM roule sur A' M considéré comme fixe. 

fJxemple (machine à imprimer de Bacon et Donkin). — 
Soient i fig- 3o) deux carrés dont la longueur du côté est 2a. 




disposés de manière que, lorsque Tune des diagonales de Fun 
se trouve suivant 00', deux côtés parallèles de l'autre soien 
perpendiculaires à cette direction. On prendra 

r,. = OA = a. r; = C'A' = a /7; 

d'où 

_ atr: _ ^ 

conditions compatibles dont Tune permettra de déterminer a' 
On remarquera que les arcs AM, MA' des spirales sont iden- 
tiques. 
Onn 

max. - — \l'i. mm. - ; = ->J'à,. 

Le rapport d'un maximum à un minimum est égal à 1. 
Les arcs se reproduisant deux fois sur un côté des carrés, 
il y aura dans une révolution autour de et 0' quatre maxima 

et quatre minima de —,- 

r,) 

10. Joint démens. — Ce mécanisme a pour objet de trans- 
former l'une dans l'autre deux rotations égales autour d'axes 
concourants. 
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Soieiil {Jig, 3i) 

Oj, 0' z' les deux axes de rolaiion; 

00' une perpendiculaire à la bissecirice de leur angle, qui les 

rencontre respeciivemenl en et 0' el dont le milieu est C; 
So, Sy doux points de la bissectrice symétriques par rapport 

à 00'. 

Fiç. 3i. 




Concevons que l'on relie S© aux extrémités el 0' des ar- 
bres par des tiges ou manivelles OSo, O'So, munies chacune 
d'un tourillon perpendiculaire au plan de lu figure et s'enga- 
géant dans des coussinets qui terminent les arbres. En So se 
trouve un genou, formé, comme on le sait, d'une sphère 
pleine, qui termine une des manivelles, venant se loger dans 
une sphère partielle creuse de môme rayon et qui termine 
l'autre manivelle. La même disposition est adoptée pour le 
sommet S,,; mais, comme elle n'a pour objet que de renforcer 
la première ou de donner au mécanisme un aspect particu- 
lier, qu'elle n'est pas utile au point de vue géométrique, nous 
en ferons abstraction. 

En admettant que le système soit possible, sauf vérification 
ultérieure, la rotation w' autour de 0' z' déterminera une ro- 
tation û du triangle isoscèle OSoO' autour de 00', d'où résul- 
tera une rotation w autour de Oz, 11 est évident que, en raison 
de la symétrie, les deux rotations oj, w' sont égales el, de 
plus, de sens contraire. Nous désignerons par S une position 
quelconque du sommet du triangle. 
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Pour fixer les idées, nous supposerons que Oz est vertical 
et nous prendrons zO' z pour plan vertical de projection. 
Soient (y/g-. 3^) 

Kig. 3'i. 




XqOx'q la ligne de terre perpendiculaire à O2 ; 
l Tangle donné SoOO'; 

/l'angle C0^*„ égalemcnl donné; 

Kz=CS« le rayon du cercle décrit par S; 

,9, s' les projeclions horizontale et verticale de S, 0^^ étant la 
projection horizontale du coté OS du triangle mobile; 

Ox ^^ perpendiculaire à Ox dans le plan horizontal ou la di- 
rection de l'axe de la charnière 0; 

Si la position que prend S quand on rabai le plan du cercle de 
rayon R sur le plan vertical en le faisant tourner autour de 
sa trace CSo; 

9 =z SiCv' langle dont le triangle a tourné à partir de la po- 
sition OSoO'; 
Tangle variable xOj:?o- 

La viiesse angulaire de Tarbre ()z est 



0) = — : 



elle a lieu de la droiie vers la gauche en se plaçant suivant 
Ozy en ayant les pieds en 0. 
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Si A* esl rinierseciioii de s's avec Oxo, on a 

.vA = OA- lani:0 = Si .v'= R sino, 

d'où 

O/i = R sincpcolO. 

Comme OA* esi la différence des projeclions sur j^o^'o ^^ 
C.ç' :::= R COS9 el dc OC = R coU, on a 

/i = R cos 'f siii / — R col X cos / ; 

d'où, en égalant les valeurs de Ole, 

(i) tangO = T— .— •-. 

^ coscpsin/ — colA eus/ 

(iO 
On déduira de là, en fonclion de — = o), 9 el 0, la ro- 

do 
lalion — -y^ du triangle autour de OO'. 

Soient 7 la rotation de la manivelle OS autour de son axe 
de figure; 7^^ sa projection sur Ox. 
La rotation il donne les composantes 

— lîsin/, suivant 0:, 

— i2cos/\ ') ().'„; 

d'où, pour la composante suivant Ox, 
D'autre pari, on a 



^ 



y (^S OS, Il 

7 ~" Uv "" Uv "" sinA '" S/. 

sini) 

RsinO KsinO i sinO 

~~ siaXSj V "" »inÀ Rsmo suiàsuiy' 

d'où 

sinX sino 
La manivelle ne pouvant tourner autour de Ox, qui esl 

VIL 31 
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perpendiculaire à l'axe de la charnière, la somme des expres- 
sions (2) et (3) est nulle; par suite, 

cosi sinO cosO ifo 

I i\ 7 = — — '- • 

^ '• sinX siiiîp dt 

Soit ^ Tangle dont a tourné la manivelle OS autour de son 

dà 
axe; on a x= -.^5 et, en éliminant au moyen de Téqua- 

tion (i), on trouve 

-. ,, cosi sinoCcososint — cotX cosi)//ç> 

sia X cos* ç> sin* i — sin» * cot X cos 9 -f- col* X cos' i -r- sin* ç ' 

expression que l'on ne peut intégrer. 

Comme, généralement, cotXcoti est plus grand que Tunité, 

d'L 

-jr ne peut s'annuler que pour 9 zn o, 9 = i8o<>. Pour 9 = 90**, 

on a 

d*\ __ tanpX cos/ do 

dt cos*/-i- laiig*X dt 
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CHAPITRE m. 

DE L'ACCÉLÉRATION D'UN POINT. 



11. L'accélération d'un point y lorsque sa direction est 
constante^ est proportionnelle au rapport du cube de la 
vitesse au rayon de courbure de la trajectoire. — Soient, 
à l'instant ^, t^ et 9 la vitesse et raccéléralion du point et (3 
l'angle qu'elles forment entre elles; ac la corde interceptée 
dans le cercle osculateur par la direction de 9. 

Au bout du temps dt, la vitesse sera comprise dans le plan 
de c et 9, et ainsi de suite; d'où il suit que la trajectoire est 
plane. 

La composante v sin^ de v normale à 9 étant constante, on 
a, en désignant par a sa valeur, 





t' sin 3 = a. 


Mais on a (t. I, p. 4*^) 




fi • 




< 


~ p sin 3 " c ' 


'OÙ 






= — , 
pa 


e qu'il fallait établir. 




On a aussi la relation 






c~ a' 



d'où un autre théorème qu'il est facile d'énoncer. 

12. L'accélération d'un point dirigé vers un centre fur 
est proportionnelle au cube de la vitesse^ au rayon vecteur 
et à la courbure de la trajectoire. — On démontrerait, 
comme ci-dessus, que la trajectoire est plane. 
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Soienl 

O le centre fixe ; 

r le rayon vecteur; 

a. l'angle qu'il forme avec la normale. 

L'indice o caractérisera les valeurs de i', r, a, qui se rap- 
portent à un instant déterminé l». On a, d'après le théorème 
des aires (t. I, p. 45), 

vr COS a = i'y /'o COS oLq, 

et, en remarquant que :pcosa=: — ^ il vient 

r 



n 



,3 



o = 



proi'oCosao 



ce qu'il s'agissait de démontrer. 
On remarquera que 



P _ 



ri' 



c /'oi'ocosay 

d'où un nouveau théorème que nous nous dispenserons d'é- 
noncer. 

13. /{axon de courbure de la parabole — Soient {fg- 3!V) 

Fig. 33. 




un point déterminé de la trajectoire d'un point pesant^ où 
i)x est la direction de la vitesse ro; O^ la verticale du point 0. 
On a 



.y = ('o^ 



- _ n^^ 
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d'où, par réliinination de /, pour l'équation de la Irajecloire 
parabolique, 

Le foyer F de la parabole se trouve sur la droite parlant 
de symétrique, par rapport à Ox, du prolongement de Oz, 

et à la distance OF = — ^^ du point 0. 

as- 
soient 

A, AFzi le sommet et Taxe de la courbe; 
P la projection de F sur l'axe Ox, ou l'intersection de la tan- 
gente en A avec cet axe ; 
7.C la corde interceptée par Oz dans le plan osculateur en 0. 



On a 






par suite, 



n 



d'où ce théorème de Maclaurin : 

La corde du cercle oscillateur, déterminée par le diamètre 
correspondant y est égale au paramètre relatif à ce diamètre. 

Soit p = OG le rayon de courbure de la parabole en ; on a 



:> c^ 



c = p cosGOs = ocosGOK = -''- = -iOK; 
d'où 



()GcosGOF= 2OF. 

Donc : le centre de courbure se projette sur la direction 
du rayon vecteur focal en un point H, distant du foyer 
d'une longueur égale à ce rayon, 

ik, Bayon de courbure de r ellipse. — i** Considérons d'a- 
bord l'ellipse comme étant décrite par un point m, partant de 
l'un des sommets du grand axe aa avec une vitesse t^o, dont 
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l'accélération jult (*), dirigée vers le centre, est proportion- 
nelle au rayon vecteur r, menée de ce centre au mobile m. 
Le second axe est donné par 

Soient p la distance du centre à la tangente en m ou la pro- 
jection de r sur la normale; v la vitesse et o le rayon de cour- 
bure en m. 

L'accélération normale étant fz/7, on a 

ei, d'après le principe des aires, 

En éliminant v et a entre les équations ci-dessus, on trouve 



a 



ï/>* 



/.3 



Soient (fig, 34) OC le demi-diamètre conjugué au rayon 
vecteur 0//? = r; mD^=^p la distance de m à OC; on sait que 



ah = OC X niD = OC p, 
et I on a, par suite. 



mi) 



Portons sur le prolongement de OC, à partir du point G, la 
longueur CK = Ôl), et déterminons l'intersection T de la di- 
rection de m\) avec la perpendiculaire en E à //?E; nous 
avons 



,,T, l)K OC 

I)T = —_- = -=■ = p, 

m [) mi) 



et, en portant sur /wD, à partir de m, la longueur mG := DT, 
on déterminera le centre de courbure G de Tellipse. 



r) T. I, p. 6\. 
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On déterminerait de la même manière le centre de cour- 
bure de l'hyperbole censée décrite par le point /w, en vertu 
d'une vitesse initiale i^o à l'un des sommets et de l'accéléra- 



/^. 



tion [x.Om dirigée dans le sens de Om. 



F'iî. 3',. 




1" Considérons maintenant l'ellipse comme étant directe par 
un point m dont l'accélération, dirigée vers un foyer F, varie- 
rait en raison inverse du carré du rayon vecteur r=:¥ni; 
dans ce qui suit, p représentera la distance de F à la tangente 
en m, oc l'angle formé par r avec la normale. 

Nous avons 

p = reosa, 

et, en nous reportant à la page 66 du Tome I, 



/.î 



A« 



a 



V = - 1 

P 



c = 



(i{i —6^*)/-- ù^r'' 



L'accélération normale a pour expression 



('« A« I 



Ai 



;.* p /-'eus* a p 
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et, en ridentifiant à 9 cosa, on trouve 



'' Il cos"* a 



En désignant par r' le rayon vecteur ¥' m parlant de l'autre 
foyer F', on a, d'après une propriété connue, 

/>*= 'cosa./*' cosa, 

d'où 

^ a cos a 

Soient s l'intersection de la normale avec IT'; n le point 
symétrique de F' par rapport à la tangente; les triangles sem- 
blables mYSy uFF' donnent 

— Vm.Vn rr' co^ 7. 

//i.y = II .— , 

(4 l'on a, par suite, 



^ 
I 



Il suit de là que le centre de courbure (î s'obtiendra en 
menant en s une parallèle à la tangente, rencontrant en / le 
rayon vecteur Tm, puis déterminant Pinterscction de la nor- 
male avec la perpendiculaire en / à ce rayon. 

Cette construction s'applique évidemment à l'hyperbole et à 
la parabole. 

15. Propriétés géométriques de la cycioïde. — Nous dé- 
signerons par R le rayon de la circonférence génératrice. 
Soient h l'instant / (Ji^, 35) 

0, a, b les positions du centre, du sommet, du point de con- 
tact avec la droite directrice bx de la circonférence; 
m celle du point décrivant; 
p le rayon de courbure en m. 

Soient de plus F le sommet de la cyclo'ide et/ sa projection 
sur bx. 

Nous pouvons supposer constante la rotation instantanée «» 
autour de b\ en la transportant en 0, nous obtiendrons la 
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translalion 03 R parallèle à bx et la roialion o) aulour de 0, 
qui seule déierminera pour le polni m une accélération, soit 

I*ig. 35. 




M- II, dirigée de m vers O. La composante normale de celte 
accélération étant w^ — , nous aurons 



d'oii 






7, 



►. nib. 



Donc : le rayon de courbure de la cycloïde est le double 
de la normale. 

Soit g l'intersection de la direction de ab avec la perpendi- 
culaire au centre de courbure c à cbm. On a évidemment 



hi^ = fih 
o 



u. 



ot la circonférence décrite sur bg comme diamètre passe 
par le point c. Si d est Tintersection de F/ avec la parallèle 
en g* à bx, on a 

Il suit de là que la développée de la cycloïde est une courbe 
qui lui est identique, mais dont les sommets et les points 
de rebroussement correspondent respectivement aux som- 
mets et aux points de rebroussement de l'enveloppe. 
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Soient m' un point de la cycloïde infiniment voisin de ///; 
V le point d'intersection de la normale m' c avec/j?. L'aire 
du triangle mcm' est quadruple de celle du triangle bcb' ; par 
suite, l'aire du quadrilatère mbb'm' est triple de celle du 
triangle bcb' ou du triangle mbn déterminé par la corde de la 
circonférence parallèle à cm'. Il suit de là que : 

I** Une portion de l'aire de la cycloïde^ comprise entre 
deux normales quelconques, est le triple de la portion de 
Vaire du cercle générateur^ limitée par les parallèles à ces 
normales menées par le point de contact de ce cercle avec 
la droite directrice; 21° raire de la cycloïde est triple de 
celle du cercle générateur. 

Si k est l'intersection de an avec bn, on a évidemment 
mm' — 2Av^, c'est-à-dire que l'accroissement inflniment petit 
de l'arc F m mesuré à partir du sommet est le double de l'ac- 
croissement infiniment petit de la corde am. Donc : 

1° L'arc de la cycloïde, mesuré à partir du sommet, est 
égal au double de la corde correspondante du cercle géné- 
rateur, partant de son sommet; 2** la longueur totale de la 
cycloïde est égale à quatre fois le diamètre du cercle géné- 
rateur. 

Soient 

1 la projection de m sur ba; 

a l'angle mba formé par la normale avec la direction de ba ; 

z la distance al: 



y la dislance ml ; 




s l'arc F/7Ï. 




On a 






am ■-- - = \/'j>R.rtl, 

'2 




hw Jab . h 1 

COS 1 — -rrr- — j » 

ub «^ 


d'où 






v ^ i /'aKc, 




s'y 



v/'AÏi 
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Nous voyons ainsi qu'en désignant par A, B deux con- 
slantes, Tune ou l'autre des équations 

COS OL — h\/j 

représentera une cycloïde dont il sera facile de déterminer le 
rayon de la circonférence génératrice. 

16. Rayon de courbure de Vhélice, — Soient (3 Tangle 
constant sous lequel l'hélice coupe les génératrices du cy- 
lindre; H le rayon de courbure de la section droite du cylindre. 

La courbe peut être considérée comme étant décrite par un 
mobile qui se meut sur la section droite avec la vitesse con- 
stante (', tandis que cette section se transporte parallèlement 
à elle-même avec la vitesse i^ cot{3. 

Or la seule accélération qui résulte de ce double mouve- 

ment est l'accélération -^ normale à la section droite, néces- 
sairement dirigée suivant le rayon de courbure de l'hélice, 

puisque la vitesse résultanie r y^ -+- col=^ P est constante. 
Ainsi la direction du rayon de courbure p de l'hélice se con- 
fond avec celle du ravon de courbure de la section droite. 
Enfin on a 

H =^ 1 — 



d'où 



^ sin-3 



et une construction simple fera connaître la position du 
centre de courbure de l'hélice. 
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CHAPITRE IV. 
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§ I. — Mouvement d'une figure plane dans son plan (*). 

17. On peut supposer que la rotalion instantanée w est con- 
stante. Le centre des accélérations, dit alors geomélriquej se 
trouve sur la perpendiculaire à la vitesse U du centre instan- 
tanée de rotation 0, menée en ce centre, en sens inverse de la 

rotation de o), et à une distance du même centre égale à — • 

0) 

Supposons que Ton puisse déterminer le centre géomé- 
trique A des accélérations de la ligure et proposons-nous de 
trouver le rayon de courbure de la trajectoire d'un point m de 

celte figure. Soit I la projection de AsurO/w. La composante 

î 

normale de I accélération de m n étant autre chose 

P 

que la projection tù'^.mX de l'accélération totale w-.A//i de ce 
point sur mO, on a 

s. //il = Otn . 

d'où p. 

Si à l'inverse p est donné, la position du point 1 sera délcr- 
minée, cl alors on saura que A se trouve sur la perpendicu- 
laire en 1 à ()/;?. 

18. Détermination du centre géométrique des accéléra- 
tions dans quelques cas spéciaux : 

1° Le mouvement de la figure (S) est défini par le rou- 



(') T. I, p. 92. 
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lement criine courbe (a) tracée dans son pian sur une 
courbe fixe (d'). — Soient 

O le point de contact de (d), (7') ou le centre instantané de 

rotation de (S); 
R, H' les rayons de courbure de ces courbes en ; 
(Is l'élément commun aux deux courbes. 

On a (n" 5) 
or ds ~ \}dty par suite, 

U I uir 



w 11 W ±{\ 



: y 



-i_ 



ce qui définit la position du centre géométrique A. Cette for- 
mule est notamment applicable à la détermination du rayon 
de courbure de la classe des épicycloïdes. 

Si la courbe fixe se réduit à une droite ou si R'=:oc, le 
centre coïncide avec le centre de courbure de la courbe mo- 
bile ('7), 

Supposons, par exemple, que (a) soit une parabole : soient 

F le foyer qui décrit une courbe dont on veut déterminer le 

rayon de courbure 0; 
C le centre de courbure (»n 0; 
1 sa projection sur la normale ()F. 

On a 

hi - : 



? 

mais, dans la parabole (n* TJ), 1F~F0; donc 

P = FO, 

où le rayon de courbure est égal à la normale, ce qui caracié- 
rise la chaînette. 

2" Une des conditions du déplacement de (S) est que i*un 
n de ses points soit assujetti à rester sur une courbe don- 
née, — Soient C le centre de courbure de la courbe; I la pro- 
jection du centre A sur Cn, 
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On a, d'après ce qui précède, 

//l = -=-> 
//C 

ce qui détermine une perpendiculaire à Cn sur laquelle se 
trouvera A. 

On remarquera que, si la courbe se réduit à une droite, le 
point A se trouve sur cette droite. 

Le centre A se trouvera déterminé dans le cas où deux 
points «, «' de (S) seraient respectivement assujettis à rester 
sur deux courbes données. 

3<» Une des conditions du déplacement de (S) est qu'une 
courbe tracée dans son plan passe constamment par un 
point fixe (i, — Soient (y?g*. 36) 




nn\, n\n2 deux éléments consécutifs de la courbe, le point n 

se trouvant en Q à l'instant /; 
le centre instantané de rotation, situé sur la normale au 

point n ; 
C le centre de courbure et de l'angle de contingence au même 

point. 
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Vu bout du temps dl, firtin^ sera venu eu n'Q/i'j, le poini /^| 
venant coïncider avec Q, et le centre instantané venant se 
placer en 0' sur la normale à Qn^. 

On a 

// Q /i', = 1 80** — c, n'QO — 90** — w dt, 
oy //', = /VQ//', — /VqO - 90"— i/e H- to é//, 
O'QO = ijo"— 6{ifi'i*= di — ijùdt. 

Soient A le centre géométrique des accélérations, situé sur 
la perpendiculaire en à 00'; K, 1 les projections sur OQ de 
0' et A. 

Nous savons que 

co dt 

Les triangles semblables OAl, OO'K donnent 



mais 



ou 



00' "^dt 



''^\ 

O'K = OysinO'QO = UQ(rfs - iodt), 



on a aussi 



dt _ \ 
'"h ~ cy ' 
par suite, 

(«) 0' = ^-^- 

On remarquera que 

iC == Œ-ÔG = ^?i-(3Q-(0Q-- CQ) == ^^^^~^' 

cy cy 

ou 

;i 

cg 



> 



1 

À 
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L'une ou l'auire dos funnules (a) el {b) déterminera le 
point I, par suile, une perpendiculaire à la normale OQ sur la- 
quelle se trouvera le centre A. 

Si la ligne donnée se réduit à une droite, ou si C0=: oc, on 

a simplement 

01 =--00- 

Les rayons de courbure de la conchoïde el de la cissoïde (') 
se construiront facilement ep faisant rapplication de la se- 
conde et de la iroisième des règles ci-dessus. 

19. Sur les propriétés d'une courbe qui roule sur une 
droite. — Déterminer la forme que doit avoir une courbe pour 
qu'en roulant sur une droite un point m de son plan décrive 
une courbe donnée, tel est le problème que nous nous pro- 
posons de résoudre. 



Soient (fi^> 3;) 



Fi g. 3;. 



r>«. 




le point du contact de la courbe cherchée avec la droite di- 
reclricî'; 

fj -.- OC le rayon de courbure de cette courbe, C étant aussi le 

centre géométrique des accélérations; 
W — //zK le rayon de courbure de la courbe décrite par /;/ ; 
r ~ rnO sa normale ; 
9 l'angle que cette normale forme avec OC; 



(•) Considérée comme le lieu du milieu du coté d'un angle droit, dont 
rextrémité décrit une droite, lu direction de l'autre côté étant assujettie ii 
passer par un point fixe. 
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mx une droile fixe dans le plan de la courbe mobile, menée 

par m ; 
ï son intersection avec la droite directrice du roulement; 
Tangle formé par mO avec mx, 

La courbe cherchée sera définie par une relation entre les 
coordonnées polaires r et 0. 

L'accélération normale ^—^— du point ///, dirigée de m vers K, 

étant égale à sa composante de w^. Cm suivant sa direction, ou 
à 6)2 (r — p COS9), on a 

Il PCOSO 

('^ « = ^--75— 

Or 

(YYx = --90'— 'v; 

d'où, pour l'angle de contingence de la courbe roulante. 

rdO 
et, en désignant par ds — l'élément d'arc de cette courbe, 

° eus 'y 

ds r d() 



L'équation (i) devient 
d'où 

do r 

(-1) 



ffU r — K 



Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que l'équn- 
tion (?) permet de résoudre immédiatement le problème pro- 
posé dans le cas où R = //zr, m étant un nombre quelconque 
positif ou négatif : on a, en effet, 



d-^ __ 



1 



^/O m — 1 ' 

d'où, en choisissant la direction de mx de manière que 9 soil 

VIT. Il 



.)3S APFENDICH. — CHAPITRE IV. 

nul avec 0, 





m — I 
On déduit de là 

(Ir e 

puis, en désignant par r^ la valeur de r correspondant à ^ = o, 



(4) r — ToCOS"*-* 

m — \ 

L^hypolhèse do ni- i est inadmissible, ce qui est d'ailleurs 
évident a priori. Pour /// = 2, la courbe roulante est une cir- 
conférence dont le diamèire est égal à r©» ce qui devait être, 
puisque la relalion R-->r caractérise la cycloïde. Pour 
m- — I, on obtient une parabole rapportée à son axe et à son 
loyer; la courbe caractérisée par r— — K est la chaînette que 
nous avons déjà rencontrée au n° 18. 

Proposons-nous mainlenant d'intégrer Téiiuation (2) en sup- 
|)Osant que R soit exprimé au moyen de la variable r. Nous 
avons 

do (h (Ir ch r/logCOSQ 
- ' rr^ r —- = /* — - tanc o ■=■ — r — =- » 

et l'équation précitée devient 

f/lOiJCOSO _ I 

d'où, en désignant par C une constante positive, 

_ i» Hr 

( 3 ) coso — \/Cc ' ' ~" . 

On déduit de là 



I dr 4 /é/"*' '-«^ 



d'où, en désignant par e une seconde constante, 

dr 



(G) ^)-'-i^. 



V'4^- 
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Si le lieu de m est un cercle ou si 11 esl constant, Tintégra- 
tion peut s'effectuer, mais le résultat obtenu est trop compli- 
qué pour qu*il y ail lieu de s'y arrêter. 

Supposons que Ton veuille tracer la courbe méridienne de 
la surface de révolution dont la moyenne courbure est con- 
stante et égale à t? - Nous aurons, en prenant pour droite di- 
rectrice Taxe de la surface, 

I I 1 

R ^ r = K ' 

et l'équation (6) donne, par l'élimination de K, 

+ ^ = "^ ^ '''■ 



.. = v/c/ 



/•v/r(r— 9.K) — C 



Celte intégrale s'obtient facilement en posant r= -et l'on 

z 

obtient finalement 

K 

r = 



I— l/l-T-jT-, cos(Oh-£) 



En choisissant convenablement la direction de mx, on peut 
faire en sorte que e = i8o°, et alors il vient 



(7) r=: 



c 

K 



1 — 4 / 1 — 7^ cos6 



V 



K* 



On voit ainsi que la courbe donnée est décrite par le foyer 
d'une conique roulant sur une droite/ 

Pour que r soit positif, ce qu'exige la nature de la question, 
il faut que C et K soient de signes contraires. Si K est positif 
et C négatif, la courbe roulante est une hyperbole. Si K est 

négatif et C positif, la courbe est une ellipse. Enfin, si, ~ res- 

tant fini, K est infini, on obtient une parabole. 

Mais ce mode de génération de la courbe ne permet pas do 
voir nettement les différentes formes qu'elle peut affecter; il 
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convienl à ce point de vue de compléter la solution ainsi qu'il 
suit. 

i« La courbe roulante est une ellipse. — Soient {fig. 58) 



Fig. 38. 




Ox la droite directrice prise pour Tun des axes coordonnés ; 
2a, 2b le grand et le petit axe de l'ellipse qui touche OdjenjK; 
F le fover décrivant, F' Taulre fover; 
0P= Xy FP = r les coordonnées de F; 
j' = F'P' l'ordonnée de F'; 

9 = FTo? l'angle formé avec Ojt par la tangente en F au lieu 
décrit. 



On a 



d'où 
d'ailleurs. 



) =FKcos'>5, i' = F'Kcoso, 
r -^ v'= 2rt cos©; 



ei, en éliminant r' entre les deux dernières équations, 

(8; J*— 2rtJC0Scp 4-^* = o. 

Si 9 est obtus, il faudra changer le signe du second terme de 
l'équation (8^. 

La courbe est ondulée et ses points minima et maxima cor- 
respondent à 9 = o cl respectivement à 



(9) 



..) 1 = ^ — v^^'- - ^>'-, J 2 ^-a-^' /«ï— h^. 
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On déduit de Téqualion (8) 



(lo) COSÎ& = - 



'Àay 



Il y a nécessairement un point d'inflexion entre un minimum 
et un maximum consécutifs, qui est donné par -— =0, qui 

correspond à j = 6 et à 

h 

COS '^ = - • 
a 

2« La courbe roulante est une hyperbole,— 11 suffît, dans 
ce cas, de changer le signe de b- dans les équations (8) et (10), 
qui deviennent 

(8') ) * 1_ 2rt>C0SC5 — />' = o, 

(10) C08O — :»:• 

iiij 

Soient (F), (F') les courbes décrites par les foyers F, F'. En 
prenant r' en valeur absolue, on a 



r > = h^. 



j 



Pour simplifier le langage, nous supposerons Ox horizon- 
tal, ce qui nous permettra de considérer Thyperbole comme 
composée d'une branche supérieure (B) et d'une branche 
inférieure (B'). Soient {Jig, 39) Fo, F^ ^^s points de (F), (F') 
correspondant à la position de (B) pour laquelle Ox est la 
tangente au sommet. Faisons passer Oy par F© et faisons rou- 
ler (B) sur Ox de la droite vers la gauche; 9 diminuera à par- 
tir de 180** et le mouvement s'arrêtera pour 9 = 90® ou 
^'r=j'=:6, puisque Ox deviendra une asymptote com- 
mune à (B) et (B'). Nous aurons ainsi obtenu les arcs FoF| 
F;f; de (F) et (F'), aux extrémités F,, F', desquels les tan- 
gentes seront verticales. Faisons maintenant rouler (B') sur 
Ox de la gauche vers la droite jusqu'à sa position extrême; le 
point F décrira l'arc F, F2 identique à F', F',. On sera ainsi ar- 
rivé au tracé FoFiFa d'une demi-boule de (F), que l'on com- 
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plèlera en faisant rouler sur Ox, dès l'origine, la branche (B) 
de la gauche vers la droite. 

Fis. 39. 



T 



Ç 



K'i 



/>2 

a 



V» La courbe roulante est une parabole. — En posant 
p et supposant a = ce, l'équation (10) donne la suivante 



COS'5 



p 



(|ui est bien celle de la chaînette. 



S H. — Accélération d'un point d'un système invariable 

dans le cas le plus général. 



20. Expression de l'accélération. — Pour simplifier, nous 
appellerons axe des vitesses Taxe instantané de rotation et de 
glissement du système (S). La vitesse orthogonale de cet axe 
sera le rapport à l'élément du temps de la plus courte distance 
de deux de ses positions consécutives. L'accélération de glis- 
sement sera l'accélération dans le mouvement de translation 
de (S), c'est-à-dire la dérivée géométrique de la vitesse de 
glissement. 
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Soient (/?^. 4o) 

Oz, (y z' deux axes des vitesses consécutifs du système inva- 
riable (S); 

00' 

L r= — -- la vitesse orthogonale dont la direction sera prise 

pour axe des œ, en plaçant l'origine en 0; 
&), oj -h rffi) les vitesses angulaires instantanées autour de O j. 

O'j; 
0, Q' les vitesses de glissement suivant ces directions; 




K 



a, ix^ les accéléralions angulaires et de glissement; 
Oz\ la parallèle en O à 0' z'; 

Or la perpendiculaire en menée au plan xOz dans le sens 
de 0). 

La rotation m -{- c/w peut être considérée comme étant la ré- 
sultante d'une rotation égale autour de Oz\ et d'une transla- 
tion (w -+- rfo>)00'= U&)rf/ dont la direction coïncide avec la 
partie négative de 0}\ La rotation w -h rfw autour de ()::', se 
décompose en w autour de 0^ et en xdf. 

Enfin, on a 



Q'rr-. y-^M'^//. 



Soient 



M, M' les positions d'un point du système correspondant à 

celles Oz, 0' z' de Taxe des vitesses: 
r leur dislance à Oz; 
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/7, p -r- dp leurs distances respectives à Taxe de Taccélération 
angulaire. 

La vitesse de M' est la résultante de 03 r, x(p -k- (lp)dl= ap Jt, 
L'wrf/, Q, ivdt. Or, si Ton considère M, M' en projection sur 
le plan j:0^r, on voit que la vitesse «r de M' est celle que 
prendrait au second instant le point M s'il tournait effective- 
ment autour de Oz censé fixe avec la vitesse angulaire con- 
stante «; il suit de là que la vitesse wr de M' se compose de 
celle wr de M et de l'accélération élémentaire centripète oi^rdt. 
L'accélération du point M a donc pour expression 



tù^r 



p 1 -T- kV -!- (U U 



OU se compose : i"" de raccélération centripète due à la vi- 
tesse angulaire autour de l'axe des vitesses; 2" de V accélé- 
ration due à V accélération angulaire: 3° de i accélération 
de glissement; 4" d'une accélération égale au produit de la 
rotation instantanée par la vitesse orthogonale et dont la 
direction s'obtient en supposant que l'on fasse tourner au- 
tour de l'axe des vitesses la vitesse orthogonale de 90*» en 
sens inverse de celui de la rotation instantanée. 

En supposant a— -^^> i^'=o, on retombe sur renoncé qui 

se rapporte au mouvement d'une figure plane dans son plan. 

Dans le cas 011 le système invariable est assujetti à tourner 
autour d'un point iixa 0, on a «^ = o, U = 0, et Ox est per- 
pendiculaire au plan de deux axes des vitesses consécutifs. 

Revenant aux généralités, soient 

d^ l'angle zOz\; 

oLz=^ A- ay=^o)-jj les composantes de l'accélération angu- 
laire suivant Oz, Oy; 

Wz = y" , w>^ = Q -.^ les composantes semblables de l'accé- 
lération de glissement; 

e l'angle que forme r avec 0^; 

x — rcose, /=:rsine, z les coordonnées du point M; 
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cp.r, 9/, 9s les projections sur Ox, Oj, Oz de raccéléralion 9 
de ce point. 

On a 

(1) Oy =z . w*j -H a^-r — toU -^- li'yn 

Proposons-nous de voir si, à cliaque instant, il n'existe pas 
un ou plusieurs points de (S) dont Taccélération est nulle, ce 
qui revient à exprimer que 

( 2 ) — iti-y -t- 7.~x - ro U -T- i\'y " 0, 

' — %yX -f- <l'3 = o. 

Les trois plans représentés par ces équations ne se couperont 
généralement qu'en un point auquel nous donnerons le nom 
de centre des accélérations ; mais il en est autrement si une 
de ces équations est identique ou si deux d'entre elles rentrent 
Tune dans Fautre. Nous avons à cet effet plusieurs cas à exa- 
miner. 

lO a^.=:o, (r^nro. — La troisième des équations (2) est 
identique; mais le système (S) se meut parallèlement au plan 
œi)^: il y a donc un axe des accélérations ou un centre si Ton 
considère le déplacement d'une figure plane dans son plan. 

2^^ &) = 3. — La première des équations (2) devient 



... — . , 



et les deux autres donnent 

ce qui exprime que les directions de a et w sont perpendicu- 
laires entre elles : il v a donc un axe des accélérations. Cela 
devait être, puisque a et «% considérés respectivement comme 
une rotation et un glissement, se composent en une rotation 
parallèle à a. 

3*> <xy =: o, iVs ^ o. — On a ;r — oc, et il n'y a aucun point 
de (S) dont l'accélération soit nulle, comme on devait le pré- 
voir; car cxz^=^ ix eiWy— (ùl] se composent en une rotation a 
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parallèle à O j, el lous les poinls de (S) possèdent Taccéléra- 
lion iVz 

Nous ne nous occuperons dorénavant que du cas général 
où il y a un centre des accélérations. En désignant par Xt, x^, 
Zs les coordonnées de ce centre, les formules (i) devien- 
nent, en ayant égard aux équations (2), 






et expriment que : L'accélération en chaque point du sys- 
tème (S) est la même que si la rotation instantanée et r ac- 
célération angulaire aidaient lieu autour du centre des ac- 
célérations considéré comme fixe, 

21. Composantes normale et tangentielle à la trajectoire 
de l'accélération d*un point du système im^ariable. — Soient 

{fis- 4<0 

/// la projection du point M sur le plan xOy; 
V = \(,\^r^ 4- Q2 la vitesse de ce poinl ; 

y Tangle qu'elle forme avec j, défini par tangy = - - ; 

U, T les composantes de raccéicralion de M suivant Om 

et 6)r; 
9,/, Oc les composantes normale et tangenlielle de 9. 

Nous avons, en ayant égard aux formules (i), 

U — Ox COS£ -t- 9j siiiî - — aj*r -T- a, — — (wU — ">)— > 
1 — Oy coSc — 'fxSinî — 3t-r — a^— — (ojU — iVy) -- - 

En désignant par tî la composante de9r-hT, perpendicu- 
laire à V, on a 

(5) T, = TcosY — cp. siiiY, 

(G) o/= Tsin Y -^ ?z cosY- 

Enfin nous avons 

(7; 9"=/R'" 



^i 
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On devra remplacer, dans les expressions (G) ei (7), 9c, T, 
R, Yî par leurs valeurs (3), (4) et (5); puis 7 par sa valeur 
donnée plus haut. 

Si p est le rayon de courbure de la trajectoire de M, il sera 
déterminé par 

(8) p = 

22. Direction de la normale principale de la trajectoire. 
— La composante n de 9,1 donne les suivantes 

( — r^ cosY sins suivant Or. 
•/; cosv suivant wr j ^ ' 

( r^C0S7C0S£ »> 0.), 

— y^ siny » Oz, 

et, en tenant compte de l'autre composante R, nous avons 

; , ^ \\ coss — r. cosY sin£ 
C()s(q„,j-)= ^ ' , 

1 , , R sins H- r. cosv cosî. 

(9) / COS(o«,.); =-- -î * , 



COS(o,/. 3)= — -' 



'n 



23. Plan oscillateur. — Le plan qui lui est mené parallèle- 
ment à l'origine est déterminé par les droites égales et paral- 
lèles à V et 9 menées par cette origine. L'équation du second 
plan, en désignant par X, Y, Z ses coordonnées courantes, est 
ainsi 

2i. Lieu ^géométrique des points du système dont l'accé- 
lération normale est nulle. — D'après la formule (7), il faut 
que l'on ait simultanément 

{a) R = o. 

ib) T, =0, 

équations qui représentent deux surfaces dont l'intersection 
est le lieu cherché. 
L'équation (a) revient à la suivante 

(10) W*(x*-h^î) OLyXZ ■+- (wU — i^'y)X = O, 
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qui représenle un hyperboloïde dont le centre est situé sur 
Oj\ Si «>-=: o, {Vy= o, ce qui est, notamment, le cas où le 
système se meut parallèlement au plan xOx^ la surface se 
réduit à un cylindre droit. 
L'équation {b), par des substitutions, prend la forme 

et représenle une surface du troisième degré. Si Q est nul, 
cette surface se réduit à un plan représenté par 

coupant la surface (lo) suivant une parabole qui est le lieu 
cherché. 

Enfin réquation (ii) est satisfaite d'elle-même si le sys- 
tème se meut parallèlement au plan ^Oj, et le lieu est alors 
le cylindre ci-dessus. 

25 Lîeii des points dont V accélération tangentielle est 
nulle, — En égalant à zéro le second membre de Téqua- 
tion (6), on obtient 

équation d'un hyperboloïde qui se réduit à un cylindre droit si 
ay =1 o. 

26. Examen diin cas spécial. — Supposons que le sys- 
tème tourne autour du point fixe avec une vitesse angulaire 

constante, nous avons Q = o, iv = o, U — o, a- = o, a^= co -~j 

ai 

y =z 90*», puis 



(i3) 



R 


r= 


— 


W* 


r -h- 


^.v 


.rz 

— > 
/• 


T 


— 




^y 


rz 

• 

y 
r 






^< 


r^ 


h 


•*', 









. / '^y 



(i4) 
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p= , 

, ^ (w*r* — 7.yxz)x 
cos(o„, iO = -T^^^ ' 



r»o 



COS(o„, 3) = =- 



'/i 



On sait que le mouvemeni de (S) résulte du roulement 
d'un cône sur un cône fixe. Nous supposerons que ces deux 
cônes sont de révolution, et nous désignerons respectivement 
par 2d, 2d' les angles de leurs sections méridiennes. Les sec- 
tions normales à Oz des cônes, distantes de Torigine de Ç, 
rouleront Tune sur l'autre, et, en appelant rfx» ^hl leurs an- 
gles de contingence, on aura 

(0 dt = (bf^ :h d^f\ 

en prenant l'un ou l'autre signe, selon que le cône fixe sera 
extérieur ou intérieur au cône mobile. Comme la valeur de 
l'élément commun aux deux sections est rfo-rz: ÇrftJ;, nous 
avons 



0) 



Mais les rayons de courbure principaux des deux cônes 
sont respectivement Ç tango, Çiangô'; d'où il suit que l'on a 



d'h w' 



a» = w 



di col ih col ô 

Les formules (i4) seront ainsi rendues indépendantes deot, 
et feront connaître, notamment, les éléments de la courbure 
d'une épicycloïde sphérique. 



J.>0 
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CHAPITRE V. 

DU MOCVExMENT RELATIF D'UN POINT PAR RAPPORT 

A UN SYSTÈME INVARIABLE. 



27. Expression de V accélération relative d'un point en 
fonction de l 'accélération absolue et des accélérations ap- 
parentes. — Nous sommes arrivés à Texpression dont î! s'agit 
au Tome 1 (1"* Partie) par des considérations géométriques. 
Nous nous proposons ici de reproduire Télégante méthode 
semi-géométrique, semi-analytique employée pour le même 
ol)j(»i par M, Ph. Gilbert, et qui permet d'écrire immédiate- 
ment les équations du mouvement relatif du point, sans passer 
par deux théorèmes intermédiaires, sur les accélérations cen- 
trifuf;es composées. 

On sait que le mouvement du système invariable (S) peut 
«Un; considéré comme résultant d'une translation et d'une 
rotation autour de l'un de ses points. 

Soient {fig. 40» à l'instant/, 

Fig. '|i. 




\V la vitesse de translation du système (S); 
i)x, Oj, ()j les positions de trois axes rectangulaires fixes 
dans ce système; 
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tiy p, q les composantes suivanl ces axes de la roiation instan- 
tanée û) du système; 

Xj j, z les coordonnées du point mobile m dont on veut dé- 
terminer le mouvement relatif par rapport à ( S) ; 

V, f» la vitesse et l'accélération absolues de m; 

Oa une droite égale et parallèle à V menée par 0; 

Oa' la droite semblable qui se rapporte à l'instant /-i- dt. 

On a 

ce qui exprime que 9 est la vitesse absolue du point a consi- 
déré comme un mobile. Cette vitesse étant la résultante de la 
vitesse relative de a par rapporta Ox, Oj, Oz, et de la vitesse 
d'entraînement, on a en projection sur Ox 

(•) 'f--5^-^;^V,-7\V (1). 

D'autre part, si W représente la vitesse relative de m par 
rapport à (S), on a aussi 

et, de même, 

{•x) i 

\y = \\y -\-qX— HZ ~ V/v» 

V- z= VV- H- tif— px-r- V,.-. 

(Iz (iy 

Si l'on remarque que -.y — V^^^, -j- = Vr>-, la première de 

ces équations donne la suivante 

d\jr dW'r . dp dq , ,, ,, dVrc 

—-- ~ - . \- z -j ) -z- H- p\rz — 7 V/v- -j — 9 

dt dt dt ' (il ' " ' ^ dt 

et si l'on porte cette valeur dans l'équation (1) ainsi que celles 
de V», \z données par les équations (2), on trouve 

dWr dp dq 

0,= --^j- -i- z -J- -y ^ -f-/AV ,- ^V\ .> -4- />(//.) -px) 

— q{qx-- IIZ)-^ --^ -^ 'l{p\ r.-q\ ,.y)' 



I 



(') Nous avions déjà donné ccUc formule dans notre Traité de Ciné- 
matique pure, i86a, p. -ij^' 
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Eli V supposant Vr — <>, celle formule donnera la compo- 
sante suivant Ox de raccéléralion 9r, dite d'entrainement, 
du point du système où se trouve acluellement m; d'autre 

part, —7^ est la composante suivant le même axe de raccélé- 
ralion relative 9r de /w ; on a donc 

Soient 

Oo) l'axe instantané de rolation de (S) autour de Torigine 0; 
OVr la droite menée en qui représente \V en grandeur et en 

direction ; 
\VJ = U;. la distance du point W à Taxe Ow ou la projection de 

Vr sur un plan perpendiculaire à cet axe. 

L'expression p \rz — (/ V,.> représente, en projection sur Oo:, 
la vitesse (oÂ\r du poinl VV dans son mouvement de rotation 
autour de Ow. L'accélération 2a}Ur dont la direction est celle 
de la projection LV à laquelle on aurait fait subir un quart de 
révolution autour de Ow est ce que l'on appelle V accélération 
centripète composée. On a aussi 



(4) ? = ?/-^?e -:-2tuU;. 

OU 

Théorème I. — L'accélération absolue est la résultante des 
accélérations relatives d'entraînement et centripète com- 
posée. 

On peut encore écrire 



' r > 



en convenant de considérer l'accélération QwUr (dite cen- 
trifuge composée) comme étant dirigée suivant la projec- 
tion Ur de Vr, à laquelle on aurait fait subir un quart de révo- 
lution autour de Ow en sens inverse de w. Donc : 

Théorème IL — L'accélération relative est la résultante de 
raccéléralion absolue de raccéléralion d'entraînement 
changée de sens, et de raccéléralion centrifuge composée. 

Supposons que V,- soil la résullanle de plusieurs vitesses 
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simuliances V) , V^., . . ., cl que m se compose également de 
plusieurs ro la lion s &)', ci>", .... On a 

rx ~ y rJC-^ ^ r.c -+-.., p = j) -+- f' -\- 

D'après la formule (3), la |)rojeclion sur Oxde Taccéléra- 
lion cenirifuge composée esl 



Donc : 

Théorème 111. — Jj' accélération centrifuge composée de m 
est la résultante de celles que Von obtient en combinant 
deux à deux les vitesses relativ*es composantes avec les ro- 
tations composantes. 

Soienl 

X, V, Z les composâmes de 9 suivanl 0^, Or, ()j; 
Xr, Vr, /^' » 9<" »> (),r, Or, 0:r; 

a, j3, y les angles formés par Oùj avec O x, Oj, j. 

L'équalion (3) peul se mellre sous la forme 



— X — \c-- 2t0 



el l'on a de même 



/ dy ^ dz\ 

\ • lit ' (It J 



0>) 



d\y 



-t\- -- V — Yr-^- 'iW 



di' 

7/,T = ^ - ^. -+- -iw 






Si, au lieu de considérer le sens positif de la rolalion w en 
allanl de la gauche vers la droite, on suppose le contraire, il 
suflil de changer le signe de u\ dans ces é(|ualions qui devien- 
nent celles que nous avons obtenues au Tome I (^" Partie). 
\n. aJ 
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Comme l'accélération centrifuge composée est perpendicu- 
laire à rélémenlde chemin, on a 



ri 






= I ir cos(çr, ^•^) ff^ ~" / ?« cos(çptf, ds) ds. 



Dans le cas d'un point pesant, Taccélération g est la résul- 
tante de l'accélération absolue de la pesanteur et de — cpe, 
c'est-à-dire de Taccélération centrifuge, et, siOz est la verti- 
cale apparente, on a 

V* — V* 



1 



(*■ — ^0 )• 



28. Forme parliculière sous laquelle on peut mettre les 
équations du mouvement relatif d'un point. — Si ^ désigne 
l'accélération de (S) dans son mouvement translatoire, on 
obtiendra, comme ci-dessus. 

En retranchant cette équation deTéquation (i) et désignant 
par C la résultante de V et — W, on obtient 



dt 



<7) ^ =?.r-';:c-T- 7 ?>--/?;=. 



Les équations (i) peuvent d'ailleurs s'écrire 



(H) 



1 d.v 
i dt 


• - 




—\- 


7.> 


-pz. 


] dr 
dt 


— 


Y 


— i- 


tiz 


— q.r, 


dz 
dt 


- - 


r 


1 


P- 


— //) . 



29. Application à la détermination de la courbure de 
quelques courbes susceptibles d'une définition géométrique. 
— Supposons, en premier lieu, que l'on veuille trouver le 
rayon de courbure de la ligne décrite dans l'espace par un 
point assujetti à se mouvoir uniformément sur une courbe 
donnée qui tourne elle-même d'un mouvement uniforme au- 
tour d'un axe. 
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Soient 

r la distance variable du mobile à Taxe; 
R le rayon de courbure de la courbe mobile; 
Ur la projection de la vitesse relative V^ sur un plan perpendi- 
culaire à Taxe; 
p le rayon de courbure de la trajectoire dans Tespace absolu ; 
V =z V^ -+• ùip la vitesse absolue. 

Les constructions seront supposées exécutées sur deux 
plans de projection rectangulaires dont l'un sera, par exemple, 
perpendiculaire à l'axe. L'accélération absolue se composera 
de l'accélération d'entraînement &)-r, de l'accélération relative 

V* 

-~y de l'accélération 2&)Ur suivant la perpendiculaire à Ur, 

menée dans le sens de o). Une construction donnera l'accélé- 
ration tangenlielle q^, puis la grandeur et la direction de l'ac- 
céléralion normale 9//: et enfin l'on aura 

— » 

9/i 



I 



expression ciue l'on construira facilement. 

Occupons-nous maintenant d'une courbe définie par une 
équation polaire; comme nous l'avons vu, en nous occupant 
de la construction de la tangente, cette courbe peut être con- 
sidérée comme étant décrite par un point m animé de la vi- 
tesse relative -jj suivant le rayon vecteur r, en même temps 
que ce rayon tourne autour de l'origine avec une vitesse 
angulaire constante -^- 



^' ''^ = \/' ■ de 

on a 



7*2 -f- -j^dO est l'élément d'arc de la courbe, 



(h 

\ = -7-' 

(il 



L'accélération relative et celle d'entraînement donnent la 
résultante -77; — û)2r suivant Om, Nous avons de plus l'accé- 
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dr 
lération ceniripèle composée, 2&) -j-i perpendiculaire à r dans 

le sens du mouvement. W vient donc 

/ . r/«r\ r^O dr dr i ds^ 

»/i = 1 W r — , - ) - , - -r- u w -7- -7- = - -7-1 ; 
\ dt^ ) ds lit ds p dt^^ 

mais on peut prendre w = i ou r// = J9, et, en remplaçant en- 
suite ds par son expression donnée ci-dessus, on trouve, 






formule que Ton |)ourra notamment appliquer aux spirales 
d'Archiinède(r — aO), hyperbolique (r— pr j et logarithmique 

30. Courbure dUine surface, — Soient 

AK, AB' deux courbes planes passant par un même point A 
où leurs langenlos Ax, Aj' sont perpendiculaires entre elles 
et dont lee plans sont normaux aux plans x\y^; 

\z rinierscciion des plans des courbes; 

R, W leurs ravons de courbure en A. 

Concevons qu'un point M parcoure d'un mouvement relatil 
la courbe AB, tandis que celle-ci se déplace avec un système 
invariable (S) dont elle fait partie, de manière que son point A 
se meuve sur AB'. 

Soient, pour le point A, 

Vr.V^ les vitesses relative et d'enirnînement de M; 

'}^r, '^v les accélérations lanj;enlielles relative et d'entraîne- 
menl; 

II, p. q les composantes de la rolaiion instantanée de (S) sui- 
vant A.r, Ar, A j; 

V la vitesse et 4' l'accélération langeniielle dans le mouvement 
absolu de M ; 

a l'angle formé par V avec \> ou ky\ 

p le rayon de courburede la trajectoire ACdans le mouvement 
absolu. 
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On a 

( V = ''' , 

(a) .cosa 

( V, = Vrtanjra. 

Eli modifianl les élémenis du mouvement rclalil', on fera 
varier la nalure de la irajecloire AC sur la surface engendrée 
par AH. 

L'accélération centripète composée a pour composantes 

— ''.7 V,. - — xj^e tanga suivant A r, 
'\p\,.=z 2/?V<îtanga » \z. 

On a d'ailleurs, suivant A j, les accélérations normales relative 
el d'entraînement -^t - ' • 

La composante tangentielle de l'accélération absolue est 

^ h) M' -= ( •{/,. — •>. <y \e lang a ) cos a -^ «{/^ sin a : 

sa composante normale à V, située dans le plan x\y\ a pour 
expression 

( c ) { 'If — •'. q Se tang a ) sin a — •^;. cos a. 

Enfin on a, pour la composante suivant A j de l'accélération 
normale, 

V- V- 

Pour que le plan osculateur en A à AC soit normal à la sur- 
face, il faut que l'expression {c) soit nulle ou que 

ic) ^r - {'\c— 'qSc tanga) tanga, 

et, par suite, 

, / , II' - 'j^ — ^yV^rtan^ra ^ J/^ 



cosa sma 



On a alors 



vj Vi vrî 



OU, en ayant égard aux valeurs (a), 
, ^ I sin^a cos- a xp . 
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On remarquera (jne Ton peut supposer /i = o, (jf = o, ei alors 
le plan de AB se déplace parailèlemcnl à lui-même. Par une 
considération d^infinimenl peiilè à laquelle nous ne nous arrê- 
terons pas, on arrive a conclure que la formule (g*) s'applique 
à la courbure d'une section normale faiie dans une surface 
dont AB, AB' sont deux autres sections normales données. 

Soient ds =z \\\ un élément de AB'; de Tangle formé avec Ax 
par la tangente en A'^ à la section de la surface faite par un 
plan mené en A', perpendiculairement à Xj\ On a 



, , -, ds 



et 



V ,. as u 

I) étant ce que l'on appelle rayon dlnjlexion de la surface 
dans la direction de Aj, ce qui permet de faire disparaître les 
éléments du mouvement dans la formule {g). 
Soient x,)^ les coordonnées du point de la direction de Vqui 

se trouve à la distance \'o de A; on a cosa— ^—^ sina=: -4 

yj? v'P 

et, par suite, 

équation d'une conique dont les axes principaux correspon- 
dent aux sections normales principales de la surface pour 
lesquelles les courbures sont maximum et minimum. Cette 
conique correspond à l'indicatrice de Ch. Dupin. 

Pour trouver le rayon de courbure p d'une section oblique 
menée, par exemple, suivant A^% nous supposerons \> = o ou 
a=:(), sans admettre que ^r, ^e soient nuls. L'accélération 

V- 

normale de la trajectoire de M se compose de -^rf suivant \z 

et de l'accélération (c) ou — v|^r suivant Kx, En appelant Q 
1 angle formé avec le plan ,r Aj par le plan osculateur de la 
trajectoire, la composante suivant Az de Taccélération nor- 
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inale a aussi pour valeur — cosO, et comme, d'après (a), 

V=rV^, il vient 

Rr=ircosO, 

ce qui donne le théorème de Mousnier. 

Supposons que, la surface éianl à courbures opposées, \y 
soit l'une des directions pour lesquelles la courbure de la sec- 
tion normale est nulle. L'équation (^'), eu égard à la rela- 
tion (h), devient 

I _ sin^a x sina cosa 
_ __ ___ .i ^ 

Le plan tangent.rAj déterminera dans la surface une /ii,'ne 
asymptotû/iie tangente à Oj et dont le centre de courbure se 
trouvera sur 0.r. Soient dv) et r Tangle et le rayon de torsion 
de la ligne asympiotique au point A, et considérons, à partir 

de ce point, trois éléments consécutifs ds de la ligne; on a 

ds 
T = ;- et l'on reconnaît sans peine que l'angle formé par la 

normale au troisième élément ou correspondant à 2ds avec le 

1 ds 
plan Xx^x est égal à dr,; d'où il résulte que 1)= -j^ —27. 

Si ù est l'angle des asymptotes de l'indicatrice ou la valeur 
de oc correspondant h p =^ c», il vient 



par suite. 



tango 


— — 


9.R 

L) 


R 

• 
w 


r 


sina 


sin ( a — 


5) 


P 


K 


coso 





£n désignant par m la puissance de l'indicatrice, l'équation 
polaire de celte courbe correspond à 



I I sin(o — a) . 

^ — sma. 



/// sin* ô 



De la comparaison des deux dernières équations on conclut 

m sino = — Il coto 
et, par suite, 



T = /« sino, 



résultat qu'il est facile de traduire en langue ordinaire. 



36o 
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31 . Courbure de l enveloppe cVune courbe plane. — Soient 




ab la position de la courbe mobile à rinslant /; 

a' b' son enveloppe; 

(c) le lieu des centres instantanés de rotation de la figure in- 
variable à laquelle appartient ab dans le plan de celle figure; 

{7') le lieu de ces centres dans le plan fixe de a* b'; 

le point de contact de (7\ {1') à Tinstant i; 

0, la position sur ('7) du centre instantané à l'instant t-^dl: 

Om ^=p la nornnale à ab menée du point 0, m étant le point 
de contact de aby a'b'; 

R — OC, R'=r OC les rayons de courbure en de (o-) et (^V 
U étant considéré comme négatif si ((7) est intérieur à (o-';; 

9 l'angle niOC: 
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p =z y m, o' — y m ies rayons de courbure en m de ab, a'h'x 

L'= ~,r 'f* viiesse du centre însianlané 0. 
cit 

L'enveloppe ûf'fr' peut être considérée comme engendrée par 
un point qui se meut d'un mouvement relatif sur ah avec une 

(Verlaine vitesse iï' — . ♦ le point m\ se trouvant sur la di- 
rection de yOi. 

La composante suivant //lO de l'accélération d'entraînement 
est 

Les accélérations apparentes, centripète composée et rela- 
tive, donnent, suivant la même direction, la composante 

7 totr — — •> 

? 

et, comme la vitesse absolue de m est o)/> -h w, il vient 

((7 1 -,- — W*p — to U COS C? -H 9, 00 Cl' • 

Si 1 est la projection de sury/7iiOi, on a 

01 = 00 1 coso — U dt coso, 
mnix — 01 — - — ; 
d'où 


(h) c»' = U COS O — '■ • 

( <• ) u COS 9 = <»'. 

Si Ton porte la valeur (c) dans la formule (a), il vienl, après 
avoir supprimé le facteur (tsp -h (^, 

(jo w -h tr <!' 

-^ ; = w — , 

? P 

ei, après avoir remplacé (^ par sa valeur (^), 



to / r I \ 

^ \?-P ?-rP 
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OU, en se reporlani au n*" 5, 

I I / I 1 \ 

formule que nous avons obtenue d'une autre manière au 
Tome 111 (p. 9.3), auquel nous renverrons pour les développe- 
ments qu'elle comporte. 

32. Tangente et courbure en un point du lieu des cen- 
tres de courbure d'une courbe ((j) qui roule sur une courbe 
fixe (o-'). — Soient 

rfe, dz les angles de contingence de ((t), (a') en leur point de 
contact 0; 

R = - , R'r- -j-^ les rayons de courbure correspondants; 

r/R ^/R' 

P= -,-? p': - -y-p les rayons de courbure des développées de 

y m -y- le rayon de courbure de la seconde développée de (c). 

Le lieu du centre de courbure G de la courbe (o-) peut être 
considéré comme étant la trajectoire sur le plan fixe de (o-') 
d'un point entraîné dans le roulement de la courbe (o-), décri- 
vant la développée de cette courbe avec la vitesse relative 

, , ^/K d\\ dz dt 

^") 7Z7 = chltt^^dV 

D'autre part, en supposant, pour fixer les idées, que (o-) et 
(<t') opposent leurs convexités, on a 

di-^dz' dt f dt'\ dz / R\ 



d'où, pour la vitesse d'entraînement, 



R\ eh 
dt 



11 résulte de (a) et (b) que la direction de la tangente au 
lieu décrit par G est celle de la résultante de la longueur p, 
portée à partir de G sur la direction de OC, et de la droite 
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/ R \ 
R( I -f^ — 1 perpendiculaire à celle direclion. Si l'on pose 



K* \ * 



^-v'p"^(«-;f) 



la viiesse absolue du point mobile est 

(/f 

Pour trouver le ia}on de courbure du lieu, nous remarque- 
rons que Taccélération d'entraînement est 

— (o2 K -1- 10 , — — (u- K -h wU -^ 
dt lit 

et est dirigée suivant h» prolongement de OC; l'accélération 
relative a pour composantes -rAp-np suivant la même direc- 

tion,et — P^/â' parallèle à la tangente en à ((t), (o*'); Tac- 

célération centripète composée, représentée par 2 0)p-:-, est 

également parallèle à la tangente en 0. 

Si donc on désigne par x le rayon de courbure de la trajec- 
toire, on a 



dt^ 



L dt dtydt/i \' dt* ' dt/o 



On a maintenant 
dz R' 



'Hl = "^ \ df (l^ ) _ to / f/R' ûTê' _ ,^R\ dt 

dt* ~ ( K -^- K' )* ~ ( R -+- n ;^ \ </£'' f/e ^/e / dt 



(-lf^'R.yi^;;(R'p'-R"?)^. 



V dt) ~''dt* "^ r^/ f/f "" ^ dt* ~^ dt*dl 



d I dt 
dt 



__ r p(Rîp--ir»p) , l^eî. 



-{ 
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par suite, 

d'où l'on déduira .r. 



NOTE. 

SUR L*EXTENSION DES ÉQUATIONS DE LAGKANGIE AU MOUVKIIENT 

RELATIF. 

Soienl 

{m, ni\, . .) un svsléme matériel à liaisons dont le mouve- 
ment est rapporté aux axes mobiles Ojt, Or, Or; 

U un potentiel fonction de Xy y y r,.Zi, . . ., dont dérivent les 
forces extérieures, y compris les actions moléculaires qui 
soliiciienl le système; 

L| — o, Lj - G, , . . les équations de liaisons. 

En nous reportant pendant quelques insianis au n^ 28 de 
TAppendice, nous avons d'abord 



(0 



(ir 
dt 


- ;.' 'r-qy —jjz. 


dv 
dt 


— ;,-+- //- —q'i, 


dz 

dt 


— Z: -\- p.i — Il y. 



En multipliant par m l'équation (7) du même numéro, 
//?9.r se com|)osera de -r- et de la force de liaisons ( ' ) 

/j _ — _|_ / — _;_, , ^ ^ 

(Iv O.v 



(') Page lov». 
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el Ton obtiendra 



m 



r/Jr ô\j . Y \ , \ '^'-"i - '^L. 



dt =ôl'- "''^^ - '"< '''^ - ^^- ^ "- ^ ' lu -- '' -.û -^-•' 



Si Ton substitue dans la dcmi-rorce vive ( ' ) 






qui se rapporte au mouvement relatif, les valeurs (i), on 
trouve 

(3) T-:T,-r-T,-i-(;, 

en posant 

/ T|=-- i:m[(/r- />3)rr-^(//3 — 7.r);,-f-(/J.r — ///);;], 

( G = l 2m [( 7 ) -- n 3 )- -h ( // 3 — Y-r )* -•- ( px — // r )- J. 
Si l'on pose encore 

on a 

(0) U,- r = u- r.-T,-.- A, 

et l'on reconnaît facilement que les éciuaiions (i) el (>. ) se ra- 
mènent aux suivantes : 

dr _ flj 
dt ~ OmXc^ 

^'^ Tt -- Om^y' 

dz o\ 



dt '>///C- 



(') Ce (|ui suit csl, à qiicl(|iit.'S dilVcrence?» près, lu n;prcnluclion d'une 
parlic d'un rciiiuriiual)l(^ .Mcinuire tic Hour, insérô au Journal de Mathé- 
niatif/ues pures et applifpu'en, iSfi.]. 
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et 

dt à,v ox ox 

(2) /'''-7r= T- TTT-^^î 



— — = r h Aj -— r Aj — r — 

dt ôz àz àz 



Soient //, f/i, ..., //v-i les variables indépendanles au 
moyen desquelles on peut exprimer les coordonnées; on a, 
par exemple, 

Ox du df du àz Ou Oxi Ou 

En ajoutant les équations (?/), respectivement multipliées 

par '-> -:- , t"? puis le résultat obtenu à ceux qui s'en dé- 
^ du au ou 

duisenl pour //^i, Wa, . , on obtient, en ayant égard aux re- 
lations telles que (a) : 

drir '>.r ^Çv Or di:j fh\ 



iLrydfTu 



dt Ou dt Ou) 



/OX^x Ox dU, Oy ()Ui Oz\ 



] __ ^ joxjx ff"^ cui oy oiji ffz \ 

^' ' { ~' jZà \~ôx ~07i "^ "V où "^ ~ôz ôJt) 



\0x Ou Of Ou 

•2: 



f)T Or OT Or 01 Oz \ 

-_ -_ _{ 4- — — j 

^Ox Ou Oy Ou Oz Ouf 



Comme U| ne dépend que des coordonnées x, y^ . . ., c'est 
une fonction de w, Wi, .... et le premier terme du second 

membre de l'équation (7) n'est autre chose que -^ • 

D'après les formules (3) et (4), T est une fonction de Ç.r, 
Çv» Çc, . . • et de X, y., z, . . . , et Ion a 

Ou " Àd \ Ox Ou "^ Oy Ou "^ Oz Ou / 

"^^Vdïx "ou "^ t);^. c^^r "^ (^;, ()« / 
On déduit de là la valeur du second terme du second 
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membre de l'équalion (7), laquelle devient 

àUL \0t Ou Oj Ou Oz Ou) 

^ WCr au "^ O'^^y Ou OX,^ Ou) "^ Ou 



ou 



(/ } 1 ^''' l^^V/ OU "-^dt du ^^=Jt ^i) 
^\ària: au "^ (^jy Ou "^ f^îc <>«/ ~ 

^ous poserons a; = -7T • .., et //'=-■ -ly Nous aurons, en 
diffcrentiant x par rapport à /, 



o(Vi-T) 



(!') 




Ox Ou 
Ou Ot 


f 

( 


)x 


— u -r- 

Ou 


Ox 
OUi 


d'où 






Ox 
Ou ~ 


Or' 
Ou' 






ou, en 


vertu de la premièi 


ro des 


équations 


('), 


(0 






Ox 

ôû — 


Ou' ' 






Nous avons aussi 












(l Ox 
dt Ou 


Or O^x 
Ot Ou Ou Ou 


du 

dt 


O^x 

1 

Ou Ou 


dui 
1 dt 




z 


Ox 
^ dt "Ou "*" 


0^'X 
Ou Ou 


u' : 


^r-x , 

u» —-. 

Ou OUi 



U I ~" • . • . 



ou, en venu de la formule (b), 



d Or Or' 
dt Ou Ou 



ou encore, en se reportant à la première des équations (i'), 

d Or OT 
(d) m -j- — = r — - . 

^ dt Ou ou Ol,r 

En ayant égard aux relations (c) et (d) et à leurs analogues, 
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réqualion (7') devienl 

df 2à'" \^'' <)a' -'ou' ^^'' Ou') 

ou 

^ ^ ^ dt Ou "" .>./ 2- 1,'' '• ôi^ ' ^y 0-y "■"=<>;-./" ou ' 

Comme Ta, T| sont des fonctions homogènes du second el 
du premier degré des Çr, ■ . , on a 

2à \^' ^iïr "' ^- < "^ ^^ <: y - '' * ^' 

d'où, (Ml ajoutant et remarquant que G est indépendant des 






y(r 'IL 



et l'équation {e) devient 



ou, vu (<)), 



d 01^ T T ^ 



d_ oj^ __ .rr^ rxu-g. K) ^ 

^// (V«' <i/^ Ou ' 



et, de même, 

18) < 



dt Ou\ Oux (hii 



(•} M. VU. Ciilberl déiiionlrc de la manière suivante celle équation : 
Concevons que Ton imprime au système d'axes Ou:, O;^', 0-; une vitesse 
et une accélèralion égales et contraires à W et «y. Le point ni sera animé 
de la vitesse Z, et sera sr>umis, en sus de la force extérieure dérivant 
de l.', à la force — /ii']> dérivant du potentiel K. Le point O étant devenu 
immobile, les équations de La^range reçoivent leur application en )■ rem- 
plaçant T par Tj el L par U -t- Iv. 
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Telles sont les équations qu1l s'agissait d'obtenir et qui 
comprennent comme cas particulier celles de Lagrange en y 
faisant \\tj:--=^ ^j'^=^z^=^o, n^=: p-- q =^ o ou Ta^T, K =^ o. 

Ces équations ne seront applicables que dans un nombre 
restreint de cas; car, en général, les forces extérieures ne 
pourront pas dériver d'un potentiel des coordonnées rela- 
tives. 

2. Mouvement relatif d' un système matériel pesant par 
rapport à la Terre. — Nous admettrons que l'espace ter- 
restre dans, lequel s'étend le mouvement du système est 
assez restreint pour qu'on puisse considérer comme con- 
stantes, en grandeur et en direction, les accélérations abso- 
lues et d'entraînement des points du système. 

Soient 

R le rayon terrestre ; 

u la rotation diurne dont on ne conservera la deuxième puis- 
sance qu'autant qu'elle sera multipliée par R; 

(j l'accélération de la pesanteur absolue à la surface de la 
Terre ; 

un point de la région superficielle dans laquelle se trouve 
l'observateur; 

Oz la direction de la pesanteur apparente g, qui est la résul- 
tante de G et de l'accélération centrifuge w^RcosX, en 
désignant par "k la latitude ou l'inclinaison de g sur l'équa- 
teur; 

Ox la méridienne (perpendiculaire en à Ozdans le plan 
méridien) dirigée vers l'équateur; 

Oy la tangente au parallèle menée dans le sens de la rotation 
diurne. 

On a 

g ._.G — to^Hcos^X, 

/z = o) cosX, p — o, q ■ - m sinX, 

Çj. = x' — (osinX.j, Çv- >'-*-w(.rcosX--2COsX ), Ç^ =^5'--a)C0sX.^. 

(^) T= - 2/w[x'î- v.> '*■•--'* — 31(0 8inX(j-/'—jx') -^210 cosX (73'— sj')]. 
VII. 4 
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Comme ^ est raccéléralion cenlripèie du point O, on a 
aussi 

il^.r — — to*RcosX sinX, ^y—o^ t}/c= «*>*R cos*X, 

K = tu*R cosX(sinX l///.r — cosX lm3). 

Les composantes de (i suivant Ox et j étant respective- 
ment — o)2R sinX cosX et G, on voit que 

U = G Zmz — to'R sinX cosX Swjt; 
par suite, 

(lo) U -r-K = (G - to^Rcos*-l)Zmz=zg^mz. 

3. Moiwement apparent des projectiles, — Si le système 
matériel se réduit à un point libre /w, les variables indépen- 
dantes seront x,x, j, et les équations (8), en y substituant 
les valeurs (9) et (10), donnent les suivantes 

d^,v . ^ dr 

dt^ dt ' 

d^Y / . ^ dv y dz\ 

-TT -T- v> w ( sin X -, cos X -T- 1=0, 

dt* \ dt dt } " 

d^z . dr 

qui ne sont autre chose que celles qui ont été obtenues à la 
page 116 du Tome I, en y changeant toutefois le signe dej^ 
en raison de ce que les parties positives de Taxe Ox sont de 
sens opposé dans les deux circonstances où Ton s'est placé. 

4. Mouvement d'un solide de révolution pesant dont un 
point de l'axe est fixe sur la Terre, — Soient 

Ox l'axe de révolution du corps; 
Ou sa projection sur le plan xO^; 
On la perpendiculaire à Ou dans ce plan; 
0? la perpendiculaire à 0^ dans le plan zOu; 
l la dislance du centre de gravité G du corps au point O; 
M la masse du corps; 

A, B ses moments d'inertie par rapport à 0^ et une perpen- 
diculaire quelconque en à Oj^; 
^, 9 les angles xOÇ, uOx; 
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Otî', OÇ' deux axes rectangulaires perpendiculaires à Ox> 

fixes dans le corps; 
lîj Tangle formé par le plan ^Ovî' avec le plan x^m. 

Les coordonnées œ, j, z pourront s'exprimer au moyen 
des coordonnées constantes x, y?', Ç' et des angles 9, 9, xs qui 
seront ainsi les variables indépendantes. 

Les composantes de la rotation instantanée de M suivant 
Ox» Otî, OÇ étant m'y B\ 9' sinô (*), Téquation (9) devient, en 
désignant par ^i le moment de la quantité de mouvement de 
m par rapport au point 0, 

(i)') Tj= ' ( ATîj'2-r-B0'»-+-Bsin>0.9'2)-4-a)sinX2fx,-4-tocosX2{x^. 

L'équation (10) revient d'ailleurs à la suivante : 

(10') U-4-K = M^/cosO. 

Nous avons maintenant 
\Xu— {Xy sinÔ — UL^ cosO, 

{JL, = fX.^ CO86 -T- tJL^ siiiO, 

\i.jc = [lu C0SÇ> — llr^ sill^ = ( lly slnO — lly C0S6) COS9 — fXy; siucp. 

Si Ton remarque 2//-^ — Agj', 2S/xrj=B9', 2/x!;=i Bsinô.cjp', 
l'équation (g') devient, en ayant égard aux valeurs ci-dessus 

de fZ.o U-Zy 

i T2= i(ATîj'î-f-BO'*-+-Bsin»Oo'») 

^''^ ^ \ -t-cosiuX(Am'cose-f-Bc?'sin»0) 

( ~ tocosX [(Acj'sinO — BsinOcosO (p')cos9 — BO'sincp]. 

Nous avons d'abord 



ou 



dt dm' 



■^f = const., 



(*) La composante de la rotation suivant O^ étant décomposée en deux 
autres, i*unc suivant O^ et l'autre suivant Oz^ cette dernière est évidem- 
ment égale à~« 
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OU encore, en désignant par /Zi une constante, 

(11 ) ro'-r- a>( siuX cos6 -+- cosX sinOcostp ) — /ti- 

Nous ferons za'=^ni dans les termes en w de la valeur (9"). 
Les deux autres équations du mouvement sont 

(12» ' ~ A//iU){sinX sinô — cosX cos6cos5i) 

f --- 2B0J sinOi siiiX cosO — cosX sin6cos©)-7^ = — M^/sin6. 

( I !i ) 7- sin* ^ ( "T- -+" '«* sin X j -1- !» a> cos X cos <p sin* 6^ = 0. 

£n supposant /ii = o et d suffisamment petit, on se trouvera 
dans la condition du pendule de Foucault, et les équations 
ci-dessus se réduiront aux suivantes 

— sinO C0SÔ-7V — 2ojsinX sinôcosO = — f-sinO, 



rff« 



sin*ô ( -yi -- o) siiiX ) — const., 



en désignant par /< la longueur du pendule synchrone ordi- 
naire. 
Si Ton pose 

on a 



par suite, 



^J; ^ o H- oj sinX/, 
dt^ dt* dt 

dt^ dt^ Il ' 

^d^ 
sin*0-r = const., 
de 

équations qui sont celles du mouvement d'un pendule co- 
nique de longueur /| (p. 107) dont les coordonnées angu- 
laires sont Q et v];, ce qui est conforme au résultat obtenu au 
Tome 1 (p. Il i) pour le pendule simple. 

Les formules (12) et (i3) s'appliquent au gyroscope Fou- 
cault, en faisant dans la première / = o et négligeant le terme 
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en (ùs\n6-~ en raison de la valeur importante attribuée à //|. 

Mais, comme leur interprétation présente quelques difflculiés, 
1 est préférable d'y substituer celles que l'on obtient en diri- 
geant Oz suivant co et Oœ suivant le rayon du parallèle. 
Avec un peu d'attention, on voit que les nouvelles équations 
ne sont autre chose que les équations (12) ou (i3), dans les- 
quelles on supposerait X — 90". 
On a donc 

B ( -Tj — sin0cos6 -j^- \ — — A//|U)Sin6, 






d . ^t. (' do \ 



on 



B ( -7-, — sin cosO -7- \ = — A //| w siii6, 

. r.d^ 

SI 11*0 -/ — const.. 
dt 

équations qui ont la forme de celle du pendule conique. 

Nous renverrons, pour plus de détails^ au dernier Chapitre 
du Tome I. 
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CHAPITRE VI. 

DE UACCÉLÉRATION DU SECOND ORDRE. 



§ I. — Accélération du second ordre d'un point. 

33. La dérivée géomélrique de la vitesse par rapport au 
temps ou Taccélération est, en dehors du chemin parcouru et 
de la vitesse, le seul élément linéaire qui intervient en Méca- 
nique. 

Mais, en Géométrie, on peut aller plus loin et considérer la 
dérivée géométrique de Taccélération ou V accélération du se- 
cond ordre^ la dérivée géométrique de cette dernière accélé- 
ration, c'est-à-dire celle du troisième ordre^ et ainsi de suite. 
Mais nous nous bornerons à étudier les accélérations du 
second ordre. 

Soient 

ds 
V = -iT la vitesse d'un point mobile à Tinstant /; 

rfa, dz les angles de contingence et de torsion de la trajec- 
toire ; 
p, Pi les rayons de courbure et de torsion de cette courbe. 

On a 

dt dt 

dV 
L'accélération tangentielle du premier ordre -^ donne les 

accélérations du second ordre, 

d*-\ 

-j-j- suivant la tangente, 

dV doL \ dV . , ,. , , . , , 

-77 -7- = — j- dans la direction du contre de courbure. 
dt Ut p dt 
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Soient (7/5^.43) 

ab, bCy cd trois éléments consécutifs de la trajectoire, égaux 

à ds\ 
(Q), (R) les plans osculaieurs abCy bcd; 
bf=z p le rayon de courbure eh b perpendiculaire à ab dans le 

plan(Q); 
r^>- — p -+- dp le rayon de courbure en c, perpendiculaire à bc 

dans le plan (R); 
c/i la projection de cg sur (Q ) . 

Fig. 43. 




L*accélération normale en c, 

h a — > 

P P 

donnera la même accélération suivant ch et Taccélération 

( h a — ) ai = — — aty 

\ P P / P PPi 

suivant la binormale hg [axe du plan osculateur (Q)]. 

L'angle formé par ch avec 6/ étant dot, Taccélération suivant 
ch donnera les composantes 

^ d —- suivant bf, 

9 P* -^ 

— ( ha — \ aoL = dt » ab, 

\ P P / P* 

Si nous désignons par «L^, ^\onj rl>A les composantes totales de 
l'accélération du second ordre suivant la tangente, la normale 
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principale et la binormale, nous aurons, par ce qui précède, 



d» 



I _ y </v _ ^ v« _ V rfv V3 ^ 

'1 '^''"" p dt dt ~ p de ùi d^' 



Xh =- 



P 

p?i 



On peut meure -jIo;, sous une autre forme. Soient, en effet 

Fie. 11- 




0, 0' les centres de courbure de abc, bcd; 

OA Fintersection des plans normaux en a et 6 à afr et bc; 

0' A' celle des plans normaux en 6 et c à 6c et cd; 

i l'intersection de la direction de ftO avec celle de O'A'. 

Comme l'angle O'/O ne diffère de 90*» que d'une quantité du 

premier ordre, on a 

0/ - d^. 

Mais 0/ est l'élément d'arc en de la section normale à OA 
de la surface polaire, section pour laquelle Fangle de contin- 
gence est rfa. Si donc on désigne par Si le rayon de courbure 
principal de cette surface, on a 



:ca=4^.-.pî$, 



di. 



ds 



en prenant le signe 
décroîtra; par suite, 



ou le signe — , selon quep croîtra ou 



(•>.) 



V d\ V> 

p r// "^ p» 
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Dans le cas des courbes planes, cH sera le rayon de la déve- 
loppée. 

3V. AppUcalion à la détermination du rayon de courbure 
de la développée de quelques courbes planes. 

i*" Cyclolde. — Reporlons-nous au mode de génération de 
la courbe, tel qu'il a été défini au n** 15 et à la figure qui s'y 
rapporte. 

L'accélération du premier ordre w*^0/n donnera lieu à l'ac- 
célération du second ordre — w^O/zi dirigée suivant la tan- 
gente au cercle, dont la projection, suivant la normale mb, 
sera 



C 

Sun ~ — W m sin abm — - w' — » 

2 



en désignant par c' la corde ma = cg. 

L'accélération w^O/w donne la composante tangentielle 



d^ c' 

—— =r 10* — • 

dt 2 

D'ailleurs 

V = 0J6-, p — 2r, 

et, en faisant ces substitutions dans la formule (2), on retrouve 

le résultat connu 

c^R. = 'xc. 

2" Sections coniques, — Nous supposerons que l'ellipse 
est décrite par un point dont l'accélération est dirigée vers 
un centre fixe et est proportionnelle à la dislance à ce centre, 
que l'hyperbole est décrite de la même manière, lorsque l'ac- 
célération change de sens, et enfin que la parabole est la trajec- 
toire d'un point dont l'accélération est constante en grandeur 
et en direction. Il est évident que dans ces trois cas l'accéléra- 
tion du second ordre se réduit à sa composante tangentielle et 
l'équation (2) nous donne, en y faisant A^„ = 0, 

P~ ~ V» dt ' 
Si à est l'angle formé par la normale avec le diamètre cor- 
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respondanty on a 

d\ V* , . 

^ = -tango; 

d'où 

(3) tango = ; -, 

relation qui a lieu pour une courbe plane quelconque, en 
considérant Tangle 3 comme se rapportant à la direction des 
diamètres de la parabole osculatrice. 

35. Rayon de torsion de rhélice. — Reportons-nous au 
mode de description de Thélice et aux notations du n° 17. 
Nous avons trouvé 

\ — V v'i-f- col* 3 = -T— 3 , 

? -H(l-r-COt«?;= -T^ 



sinsji 



Soit S{.' le rayon de courbure de la développée de la section 
droite. 

Dans le mouvement du point, suivant la section droite du 
cylindre, les accélérations du second ordre, tangenlielle et 
normale, sont, d'après la première des formules (i) et la for- 

mule (^)» — u::? iTî {'=^^')' On déduit de là, dans le mouve- 
ment hélicoïdal, 

-Av» = — ïïï ( — ^ )> 



i'3 



Xb = p cosp. 



Mais nous avons aussi, d'après les formules précitées, 

.W=^\i::^) = g(±iïl)sin»?, 

ya (.3 

pp, piRsin^' 
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par suilc, 

?i = "^-ô u = ptanîîS. 

^ siiipcosp ' -' 

Si le cylindre est circulaire, on a A' = o, par suite *'»l = o, ce 
qui devait être. 

Dans noire Traité de Cinématique pure nous avions donné 
les expressions des composantes de l'accélération du second 
ordre dans le mouvement relatif d'un point par rapport à un 
système invariable. Nous ne pensons pas devoir reproduire 
ici nos anciennes formules, qui sont assez compliquées et qui 
ne peuvent d'ailleurs conduire et assez péniblement qu'à des 
résultats connus. 



îii \\. — De l'accélération du second ordre dans le mouvement 

d'une figure plane dans son plan. 

36. Comme cette question ne peut avoir de rapport qu'avec 
la Géométrie, nous supposerons constante la rotation instan- 
tanée 0). 

Soient, à linstant t {Jig, iS), 

le centre instantané de rotation de la figure; 
S le centre des accélérations du premier ordre; 
m la position d'un point de la figure. 

Au bout du temps rf/, le centre des accélérations sera venu 

SS' 
en S' et le point m en //r. Nous désignerons par u = —t^ 

ce que Ton peut appeler la vitesse du centre des accéléra- 
tions. 

L'accélération oj^m'S' du point m\ dirigée de m' vers S', 
peut être considérée comme se composant des suivantes : 

— a>2 SS' = — (O* w dt suivant // ; 
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La dernière peul elle-même se décomposer en 

uj'raS siijvanl mS, i'b qui n'est autre clioâe qui; l'accélé ration en m; 
— u^miii — iri>Om di suivant mm'. 

Il suit de là que l'accéléralion du second ordre -^ de m se 
composera de 



Soient Ox la parallèle eu à h et Oy sa perpendiculaire au 
Fis. 45. 




même point; x, y les coordonnées de m. Nous aurons 

On voit ainsi qu'il existe sur Oy un point T dont l'accéléra- 
tion du second ordre est nul et qui est défini par 
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Nous avons alors 






d*oii il suit que «vl» est dirigé en sens inverse de la vitesse 
qu'aurait le point m si la rotation instantanée avait lieu autour 
du point T, que nous appellerons centre des accélérations 
(lu second ordre. 

On voit que ce centre jouit de cette propriété que l'accé- 
lération du second ordre d'un point quelconque de la figure 
est la même que si la rotation instantanée avait lieu effecti- 
vement autour du même centre. 

Supposons que les conditions qui définissent le mouvement 
de la figure nous aient permis de déterminer la position du 
point T, celles de et S étant d'ailleurs censées connues, et 

posons 0/// - - r, S/7i - r'y Tm r"; nous avons 

V^ dV 

V — (or, — == a>'r'cos(r, r' ), -7- = w'r' sin(r, r' ), 

p at 

et, par félimination de p et de V, féquation (2) du 11*» 33 
prend la forme 

- -^ sin2(r, r')~{ "Si) — cos'(r, /•') • 

Mais, d'après ce que nous venons d'établir, nous avons 
aussi 

par suite, 

(3 ) iJzSi)-^ cos'Cr, r' ) = - - sin2(>, r') — r^sinir, r*», 

r-^ 2 r 

d'où l'on déduira le rayon de courbure de la développée de 
la courbe décrite par le point m, et qu'il sera facile d'ailleurs 
de construire géométriquement. 
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37. Détermination du centre des accélérations du second 
ordre dans quelques cas particuliers. 

I" L'une des conditions du mouvement de la figure est 
que run de ses points décrive une courbe donnée. — Si m 
est ce point, .'»! est connu; Téquation (3) fera connaître 
r^sin(r, r"), c'est-à-dire la projection \m de r" sur la tan- 
gente en m. Le point 1 se trouvant délerminéy on connaîtra 
une droite IT, laquelle se trouvera le centre T. 

Dans le cas où le mouvement de la courbe serait complète- 
ment défini par une seconde condition semblable à la précé- 
dente, le centre T se trouvera à l'intersection de deux droites 
connues. 

2° I^ mouvement de la figure est défini par le roulement 
d'une courbe sur une courbe fixe. — Soient, à Tinstant t 




le point de contact des deux courbes ; 

R = CO, ll'= C'O les rayons de courbure de la courbe mobile 

et de la courbe fixe; 
rfe, dt' les angles de contingence de ces deux courbes en 0; 

r=:^ -,-î Y'=-y-f les rayons de courbure de leurs dévelop- 



pées; 
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I I I 

S le centre des accélérations du premier ordre; 

0', S' les positions que prennent 0, S au bout du temps dt\ 

K la projection de S sur O'S' ; 

ds rélément 00'. 

Nous savons (n® 18) que 

SO - X, 

ds ^ 

Nous avons 

S'K (fk d\ d.s' ^ (fk >, , ï 

dt dt ds lit rfv ds' 

mais 

_}^ __( ±_dï{ i_ dK \ 
ds " \ Rî ds "^ R'2 r/.y / 

~ VRî ~dz' ds "^ R'* rf£' ds) ~ VR' "*" R'V ' 

par suite, pour la composante de u suivant O'S', 

S'K 



=>'K ,,/r r\ 



D'autre part, nous avons, pour Taulre composante de m, 



SK _ ds' R'-+ X _ . R'-hX 

d'où 

X> 

tanKS'SK = 



VR» R'^y 

ce qui défmit complètement la direction de u et la position du 
centre des accélérations du second ordre. 
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NOTE I. 

SLR UN THÉORÈME DE BINET RELATIF AUl MOMENTS D^INBRTIE. 

Ce théorème, qui remonte à 1811, est très intéressant et 
aurait du être inséré au § III du Chapitre Y de la partie Méca- 
nique de ce Volume; mais Fauteur Tavait complètement 
perdu de vue : il a toutefois jugé convenable d'en faire l'objet 
d'une Note spéciale. 

Soient 

Gx', Gj, Gz les axes principaux d'inertie menés par le centre 

de gravité de la masse M du corps; 
Ma^, Mô^, Mc2 les moments d'inerlie relatifs à ces axes; 
un point du corps dont les coordonnées sont x> "n, Ç; 

A = vx*'-r-''î^-+- Ç^ la distance OG ; 

a, (3, y les angles formés avec Ox, Oj, Oz, par un axe Or 

issu du point 0; 
Mp2 le moment d'inertie de M par rapport à Ot'. 

Le carré de la distance de G à 0^' étant 

A* — ( )r cosa-f- r, cosp -r- Çcosv)'. 

on a, en se reportant à des théorèmes connus, 

, p* — a* cos'a -r- /»* cos* 3 -h <* cos* y 

i — (a*-f- A») cos*a -r-(7>'-i- A') cos*p 



(c^-r- A« )cos*Y — (ycosoL-\- T) cosp -+- Ç cosy)*. 
La condition pour que Taxe 0(^ soit principal est 

ou 

{a^-h A*) cosa t/cosa -r-. . . 

— (y cosa - Tj cosp -^ Ç cosy Ky^cosa -r-. . .) = o. 
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D'ailleurs, cos^ a -h cos^ (3 -f- cos^ y = i donne 

— cosa ^/ cosa — cos 3 d cos [i — cos^ rf cosY = o. 

Ajoutant cette équation multipliée par Tindéterminée k i\ la 
précédente et égalant à o les coefficients des différenlielles, 
on obtient 

/ (rt*-f- A* — K)cosa — '/(y^cos^ -h T, cosp -f- Çcosy), 
{'a) ( /y* — A« — K ) cos 3 = -/; (' y cos a -+- r, cos |3 — Ç cos y ), 



( (rî 



-h A'— K )cosY = ï (x cosa h- t^ cos 3 H- ï cosy )• 



£n ajoutant les équations (2) respectivement multipliées 
par cosa, cosp, cosy, on trouve 

(fl*-H A2)cos«a -l-(^î-f- A«)C08*p 

-h ( r* -H A* ) COS* Y — ( / CO8 a -h ...)* = K 

OU, en se reportant à Téquation (i), 
Si l'on remplace l'inconnue p- par 

(3) X = p*— A«, 

les équations ('2) donnent 

y ( y cosa •+- r. cos 3 -h ï cos y ) 

cosa -- ^^—^ 2 — ^s^ — ' 

a* — A 

; ^.,. o_''>< A <'^^ ^ -^ ^/ <'0S 3 -h ; cos Y ) 
( -1 ; ' cosp — 7~iZ_J ) ' 

1 îlCy cosa -+- r cos S -h w cosy ) 
I cnsY = ^—^ 1 — '^- ^ *-• 



»— X 



En ajoutant, après avoir multiplié par^. ^, Ç, on obtient 

■fi yi *'2 

OU 

équation du troisième degré en X, ce qui devait être. 

vu. 25 
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Pour X = — X. le proniior membre de (5') prend le signe — ; 

■) À — - <•*, » la -■: 

À — <?', » ') -. : 

(1 OÙ il suit que les racines de Téqualion (5') ont pour limites 

>s > c^ < h\ 

A3 > 0^ <«ï. 

Ces valeurs <ont les paramètres des surfaces homofocales 
passant par le point 0, représentées par 





.ti 


-h 


/;*" 


)i 


-h 
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-h 


f- 
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X. 
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-h 


h^' 








3* 




U*' 


l. 




r« 




./2 






.>* 






3* 





= I. 



•<>.' -, T- -^ >/— V- - S -. = 'i 



i»t qui sont les homofocales de Tellipsoïde 



'7) - - -^ Vt -^ ^-^ ^ '• 



Les équations ( ]) peuvent s'écrire 



= I, 



cosa _ cos3 cosY 



Il suit de là que /es axes principaux relatifs à sont nor 
maux aux surfaces i G) e/^ par suite, tangents à leurs inter 
sections. 



